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The problem geometry is divided in small finite elements.
by means of unknown nodal values and given polynomials




Fonctions de forme
unidimensionnelles R |
de Lagrange '

Ce neeud n’est pas un sommet

Nodes and other nodes :-) =

Nodes of the meshes = vertices
Location of nodal values = nodes
For linear piecewise interpolation, all nodes are vertices




Interpolation linéaire a0 -
par morceaux : so easy ! Y .
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En une dimension...
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Un ¢élément parent (template) 5.6
pour définir W

° A lﬁ'
les fonctions AR
=z -1 z
de forme <& X&)
oy b(5). (-3
+ ><L 432 <> : )/
b, (5) = (145)2
he=Xop1— X
_Qg_l 17 e e+1 e
e e e o | ol = e X) Hen X
X. Xet
3 2 _ 211—(Xe+1 +Xe)
/ X X}. §(z) = (Koo — Xo)
XWX
9 Isomorphisme linéaire entre I’élément parent
e o ° et tous les autres éléments...
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Un triangle parent pour deéfinir
toutes les fonctions de forme

PARENT —
ELE i;l\EN'l‘

1, 1
Rl e ’< 3 Nl
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- /
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(Im Cie)

x(€) = (1-&-nX] + X5 + nXs.

=
:fz =

Isomorphisme linéaire entre le triangle parent
et tous les autres triangles...



Global shape
functions...

Indice local de noeud %
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Fonctions de forme usuelles
sur le triangle parent

451(577) = (1 - & - 77):
¢ (577) = €:
qbz({.n) = 1. ¢1(&;m) = 1-3(E+n)+2(€+n)?,
o do(€,m) = €26 -1),
Fonctions linéaire continue : P,-C, izggzg z Zg;? :51)_ »
¢6(&;m) = 4n(1—&—n).
z;g Z; z I_Ifg(g +1), Fonctions quadratique continue : P,-C,
¢3(€: 77) = 1- 2€
Fonctions linéaire non-conforme : P,-C_

Il s’agit de fonctions polynomiales définies sur chaque élement

En fonction du choix des fonctions de base, le degré de continuité est différent...
En général, on essaie d’avoir le degré de continuité le plus élevé...
Quoique... on aura quelques surprises !




Le triangle semble optimal pour
obtenir des approximations
polynomiales completes. ..

Triangle de Pascal

1

2 § 7 2
3 € 2 En 2 7 3
3 £ & )
Une des caractéristiques des ¢léments triangulaires est la possibilité de construire

un ensemble de fonctions de forme complétes sur le triangle parent avec un
nombre optimal de degrés de liberté.

LN O

... et pourtant !



Et pourtant, on a auss1 des maillages
de quadrilateres,
d’ hexaédres...

x- LINEAR
MAPPING  ¢(1)- sy
e

S

Isomorphisme bilinéaire (non linéaire donc !) entre le
carré parent et tous les autres quadrilatéres



Elements bilinéaires
et biquadratiques
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o1(&m) = (1+&EA+n)/4,
¢3(&m) = (L—=&(1—n)/4,
¢a(§m) = (1+&(1—n)/4

Elément Q,-C,

61(§,m) = E(1+&En(1+n)/4,
$2(§,m) = —€E(1—=En(1+n)/4,

¢3(§,m) = &1 —En(1—mn)/4,
da(€,m) = —€E(1+En(1—n)/4,
¢

©-

6(§,n) = —€1 =& —n)(1+n)/2,
7&m) = —(1-=8§QA+En(1—n)/2,
ds(€,m) EL+&(1—n)(1+mn)/2

$o(&m) = 1—-&E1+EA—n)(L+mn).

Elément QZ-CO

©-

(
(
(
(
5(6,m) = (L+8§A-En(l+n)/2,
(
(
(
(




Elle sert a rien
la neuvieme
fonction ?

1 0

§ n 1

&* ] s 2
£n — £n? 3
£ Lagrange 4

La neuvieme fonction de Q,-C,
génere un terme d’ordre quatre
alors qu’on n’est méme pas
complet a ’ordre 3 :-)

-

¢1(§,m) = A+EA+n)(m+&—1))/4,
$2(§m) = (1= +n)(n—E&—1))/4,
¢3(§,m) = (1=&EL—n)(-n—-&—1))/4,
¢4(;m) = (1+EA—n)(-n+&-1))/4,
¢s(§,m) = (1= +E1+n)/2,
d6(§,m) = (1-=6)1+n)(1-n)/2
o:(§,m) = (1+§A -6 —n)/2
¢s(§,m) = (L+&§A+n)(1—mn)/2

Elément de Serendip : S,-C,




L’erreur de Serendip !
La demonstration du recteur :-)

L’élément de Serendip (8 neeuds) et celui de Lagrange (9 nceuds)
sont complets a ’ordre deux sur le carré parent

a1 + as€ + asn + asén + as€? + agn’?,

x(€,n) = (1+£L(1+n)X?+(1—§L(1+n)x;

L a —él(l “Mxe 4 (1+€L(1 ~Mxe

bl + b2$(€, 77) + b3y(€’ 77) + b4$(§, 7])?!(5, 77) + b5$2(§a 77) + b6y2(€) n)a
¢1 + € + can 4 cafn + ¢5E% + cen® + crén? + can€® + con?El

L’élément de Serendip (8 nceuds) n’est pas complet a I’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.
L’élément de Lagrange (9 nceuds) est complet a I’ordre deux sur un quadrilatére quelconque.




@ ® EPL1110 : Poisson
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Max : 0.0891

Nous allons faire notre premier
vrai programme d’éléments finisa
avec des triangles !



... et avec des quadrilateres.

Méme si gmsh a un peu de difficultés
a me créer de jolis maillages composés
uniquement de quads !

Max :

0.1035

EPL1110 : Poisson




Typical elliptic
boundary value problem

V”VU +¥ - O S\JQ-{l

g},gu = 4’3 Sunr T‘,\l

J = {, Surn FD

Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

PRIV PRIVE IV

Conditions naturelles
Conditions de Neumann

En général, l1a fonction n’est pas connue...
Mais, c’est la solution d’une équation aux dérivées partielles !

Commencons par une équation de Poisson




Some nice spaces and notations...
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Ne faisons pas comme les mathématiciens... 3 N
On ne va pas étre rigoureux maintenant ! N

On fera cela plus tard...

D’ailleurs, est-ce que cela est utile ? ... to do calculus !

Et pourtant, oui !




Three tips !
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Strong formulation
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Weak formulation



La formulation faible
c’est un probléme de minimum !
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The Finite Element
1S a variational method
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The discrete system
1s just a linear system !

S(H) - 4 <(VZU )(VZU TQ> +<1( () U o) >
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Typical Elliptic

Trouver u(x) € U, tel que
V.-(@Vu)+f = 0,
n-(aVu) = g,

u = t,

BoundaryValue
vx e, Problem

Vx € I'y,

Vx € I'p,

Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

En général, la fonction n’est pas connue...
Mais, c’est la solution d’une équation aux dérivées partielles !

Commencons par une équation de Poisson

o ’/jm

_ﬂ. /—/ Conditions naturelles
/\,. P Conditions de Neumann

\




Un Viu(z,y)+1 = 0, (z,y) € O
exemple u(z,y) = 0, (z,y) € 99
tout simple y=1
et bien
connu :-) |

-

: im(z + 1 T 1
u@y)= Y Cy Sin(: (z2+ ))Sin(J (3/9+ ))

i, UMpPairs



Comment trouver C;; 7
Viu(z,y)+1 = 0,

Z _h—2(24 X j-)(--'y;j sin (_i:r(;r')-l- 1)) sin (—jﬂ:y‘;- 1)) +1 = 0,

4

i,j IMpairs

En vertu de 'orthogonalité des sinus.

2022 2, (x4 1 (. 1 1
E+7, /sin(’ (a + ))gn(w)da _—
J 2 2

-

16/(ijn?)

_ Z 64 “in (:’T(l +1) ) sin (]T(u —+ 1))
B T2+ 52)i) 2 ) 2

ol

i,j 'mpairs

On a ici une solution analytique !

Mais, ce n’est pas le cas dans la plupart des vrais problémes.
Il s’agit juste d’un exemple pour présenter notre méthode !




= %/S;(Vuh) - (Vul) dQ — /ﬂf u dS,

i=1 j=1

= 1Y | (vn) - (vr) @

= D M uulas U
i i=1

Bia

B
i=1

= 1 /ﬂ (ZUivTi)-(ZUjvTj) dQ — /Q f (ZUm) s,

Lfn ds?,

Construction
du systeme
linéaire discret

1,n.
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