
Nous allons faire notre premier 
vrai programme d’éléments finis
avec des triangles !



… et avec des quadrilatères.

Même si gmsh a un peu de difficultés
à me créer de jolis maillages composés 
uniquement  de quads !



Typical Elliptic
BoundaryValue

Problem

En général, la fonction n’est pas connue…
Mais, c’est la solution d’une équation aux dérivées partielles !

Commençons par une équation de Poisson

Conditions essentielles
Conditions de Dirichlet

Conditions naturelles
Conditions de Neumann



Construction 
du système   

linéaire discret



Number of nodes 9 
0 :  0.0000000e+00  2.0000000e+00 
1 :  1.0000000e+00  2.0000000e+00 
2 :  2.0000000e+00  2.0000000e+00 
3 :  0.0000000e+00  1.0000000e+00 
4 :  1.0000000e+00  1.0000000e+00 
5 :  2.0000000e+00  1.0000000e+00 
6 :  0.0000000e+00  0.0000000e+00 
7 :  1.0000000e+00  0.0000000e+00 
8 :  2.0000000e+00  0.0000000e+00 

Number of triangles 8 
0 :      3      1      0 
1 :      3      4      1 
2 :      6      4      3 
3 :      6      7      4 
4 :      7      5      4 
5 :      4      5      2 
6 :      4      2      1 
7 :      7      8      5 

Faisons un
petit exemple ! 0
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Deux matrices
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Deux matrices
locales
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Assemblons
les matrices

0 :      3      1      0 
1 :      3      4      1 
2 :      6      4      3 
3 :      6      7      4 
4 :      7      5      4 
5 :      4      5      2 
6 :      4      2      1 
7 :      7      8      5 
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Comment 
imposer les 
conditions
essentielles ?
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Une structure
pour un système
linéaire Ax = b
Nous allons faire les tâches suivantes :

- Allouer la matrice et le vecteur
- Initialiser le système
- Imprimer le système
- Contraindre une valeur
- Résoudre le système

typedef struct {
double **A;
double  *B;
int size;

} femFullSystem;

+1.0e+00 +1.0e+00 :  +1.0e+00 
+1.0e+00 +1.0e+00 :  +3.0e+00 

theSystem = femFullSystemCreate(2);
double **A = theSystem->A;
double  *B = theSystem->B;
A[0][0] = 1.0; A[0][1] = 1.0; B[0] = 4;
A[1][0] = 1.0; A[1][1] = 2.0; B[1] = 7;
femFullSystemEliminate(theSystem);
femFullSystemPrint(theSystem);

femFullSystem* femFullSystemCreate(int size);
void femFullSystemPrint(femFullSystem* mySystem);
void femFullSystemConstrain(femFullSystem* mySystem, int myNode, double myValue);
void femFullSystemEliminate(femFullSystem* mySystem);

Résolution « en place »
par élimination de Gauss
de matrices symétriques
définies positives



+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +5.0e-01                                                                :  +1.7e-01 

:  +0.0e+00 
-5.0e-01                   +5.0e-01                                              :  +1.7e-01 

:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 

+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 
-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

-5.0e-01          -5.0e-01 +1.0e+00                                     :  +1.7e-01 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 

…par élément

Assemblage 
élement…



+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-5.0e-01          -1.0e+00 +1.5e+00                                     :  +3.3e-01 
:  +0.0e+00 

-5.0e-01                   +5.0e-01                   :  +1.7e-01 
:  +0.0e+00 
:  +0.0e+00 

Assemblage
élément…

+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-5.0e-01          -1.0e+00 +2.0e+00                   -5.0e-01          :  +5.0e-01 
:  +0.0e+00 

-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01          :  +3.3e-01 
-5.0e-01          -5.0e-01 +1.0e+00          :  +1.7e-01 

:  +0.0e+00 

…par élément



+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-5.0e-01          -1.0e+00 +3.0e+00 -5.0e-01          -1.0e+00          :  +6.7e-01 
-5.0e-01 +5.0e-01                            :  +1.7e-01 

-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01          :  +3.3e-01 
-1.0e+00          -5.0e-01 +1.5e+00          :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 

Assemblage
élément…

+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                                     :  +3.3e-01 

+5.0e-01                   -5.0e-01                            :  +1.7e-01 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-5.0e-01          -1.0e+00 +3.5e+00 -1.0e+00          -1.0e+00          :  +8.3e-01 
-5.0e-01          -1.0e+00 +1.5e+00                            :  +3.3e-01 

-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01          :  +3.3e-01 
-1.0e+00          -5.0e-01 +1.5e+00          :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 

…par élément



+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +2.0e+00 -5.0e-01          -1.0e+00                                     :  +5.0e-01 

-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                            :  +3.3e-01 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-1.0e+00          -1.0e+00 +4.0e+00 -1.0e+00          -1.0e+00          :  +1.0e+00 
-5.0e-01          -1.0e+00 +1.5e+00                            :  +3.3e-01 

-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01          :  +3.3e-01 
-1.0e+00          -5.0e-01 +1.5e+00          :  +3.3e-01 

:  +0.0e+00 

Assemblage
élément…

+1.0e+00 -5.0e-01          -5.0e-01                                              :  +1.7e-01 
-5.0e-01 +2.0e+00 -5.0e-01          -1.0e+00                                     :  +5.0e-01 

-5.0e-01 +1.0e+00                   -5.0e-01                            :  +3.3e-01 
-5.0e-01                   +2.0e+00 -1.0e+00          -5.0e-01                   :  +5.0e-01 

-1.0e+00          -1.0e+00 +4.0e+00 -1.0e+00          -1.0e+00          :  +1.0e+00 
-5.0e-01          -1.0e+00 +2.0e+00                   -5.0e-01 :  +5.0e-01 

-5.0e-01                   +1.0e+00 -5.0e-01          :  +3.3e-01 
-1.0e+00          -5.0e-01 +2.0e+00 -5.0e-01 :  +5.0e-01 

-5.0e-01          -5.0e-01 +1.0e+00 :  +1.7e-01 

…par élément



Comment 
imposer les
conditions
frontières ?

+1.0e+00                                                                         :  +0.0e+00 
+1.0e+00                                                                :  +0.0e+00 

+1.0e+00                                                       :  +0.0e+00 
+1.0e+00                                              :  +0.0e+00 

+4.0e+00                                     :  +1.0e+00 
+1.0e+00                            :  +0.0e+00 

+1.0e+00                   :  +0.0e+00 
+1.0e+00          :  +0.0e+00 

+1.0e+00 :  +0.0e+00 

def constrain(self,myNode,myValue):
A = self.A; B = self.B; n = self.n
for i in range(n):
B[i] -= myValue * A[i,myNode]
A[i,myNode] = 0

for i in range(n):  
A[myNode,i] = 0

A[myNode,myNode] = 1;
B[myNode] = myValue;

Les éléments triangulaires, c’est bien :-)
Mais, ici des éléments quadrilatères, ce serait mieux !

for myEdge in theEdges.edges:
    if (myEdge[3] == -1) :
      theSystem.constrain(myEdge[0],0.0)
      theSystem.constrain(myEdge[1],0.0)



Et on fait 
comment
pour des
quadrilatères ?



Intégrer sur l’élément
parent !
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Calculer
le jacobien !
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Calculer
les dérivées en x !
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Et zou !
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Et faire des intégrations
numériques !
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Et zou 
On est prêt !

Calculer la solution du problème de Poisson avec des triangles linéaires ou des 
quads bilinéaires…   Le jacobien n’est pas toujours constant !
Une code unique pour les deux cas !



Un petit Poisson 
perdu dans la Méditerranée…

Le code est très très lent…
Ne pas essayer des maillages trop fins !

Utiliser un solveur plein n’est pas très judicieux…
On fera appel à des solveurs creux ou itératifs : on en reparlera :-)
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