Journee
des droits
des femmes

Margaret Heafield Hamilton, née le 17 aott 1936,

est une informaticienne et ingénieure systéme.

Elle ¢était directrice du département software engineering

qui congut le systéme embarqué du programme spatial Apollo

https://www.youtube.com/watch?v=4sKY6 nBLG0



Journee
des droits
des femmes

Comment communiquer en €crivant
des textes lisibles et inclusifs

en n’invisibilisant pas les femmes
et les personnes non-binaires...



Max : 0.0736 Un petlt mot
sur la résolution
de grands systemes lin¢aires



Reésoudre

un systeme
triangulaire
est facile...
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Triangularisation
par ¢limination de Gauss
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Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
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Le probléeme discret

Probléme continu elliptique et linéaire
Trouver U; € R" tels que Méthode des éléments finis
Formulation de Galerkin

Trouver U; € R" tels que
Matrice définie positive
n

J(U;) = miny ¢ g (ZZ WAV — iv,-p,),
=1

=1 9g=1
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Aller simple vers le monde de
I’algebre linéaire. ..

Trouver x € R” tel que

Ax = b

Trouver x € R" tel que

J(x) = min, cgn (3v-Av—b-v)

>

N

J(v)

Utilisation des notations habituelles de
I’algébre linéaire




Deux grandes classes de
methodes de résolution

Solveurs directs (Elimination gaussienne)

Solveur de Gauss
Solveur de Gauss bande
Solveur de Gauss « skyline »
Solveur de Gauss frontal
Solveur de Gauss « Nested dissection »

Solveurs itératifs
Les méthodes de la plus grande pente et des
gradients conjuges ne sont utilisables que Méthode de la plus grande pente
pour une matrice définie positive Méthode des gradients conjugés
Méthode de GMRES

v




Revenons
a notre
probleme:-)

Max : 0.0736



Max : 0.0000 Max : 0.0000

Apres ’assemblage :-)



Max : 0.0000 Max : 0.0000

Apres les conditions fronticres :-
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Apres resolution :-)



C’est facile a implémenter. ..

Elimination effectuée « en place »
OKk, si tous les pivots sont non-nuls pendant les processus

double *matrixSolve(double **A, double *B, int size)
{ int i,j,k;
/* Gauss elimination */

/

for (1 =

for (k=0; k < size; k++) {
if ( A[k][k] = 0 ) Error("zero pivot");
for (i = k+1 ; 1 < size; i++) {
factor = A[i] [k] / A[k][k];
for (j = k+1 ; j < size; j++)
A[i][j] = A[i][3] - A[k][jJ] * factor;
B[i] = B[i] - B[k] * factor; }}

* Back-substitution */

(size)-1; i >=0

factor = 0;

for (j = i+l ; j < size; j++)
factor += A[i]l[j] * B[]jl;

B[i] = ( B[i] - factor)/A[i]l[i]; }

;oi--) |

return (B) ;

A

Oui, si la
matrice est définie positive

Coiit calcul : O(nd)



Résolution par factorisation LU

2

Factorisation de A en LU (effectuée par élimination gaussienne) ~ L
Résolution de Lz = b par substitution directe L Ux =
r L3 L3 [ ® N\ \/w /_/
Résolution de Ux = z par substitution arriére
. Lz -b

e Ux =2

o
Lix - "Z ="kt Lok =Y ®
q ()
kk
b = 1 =1, .c.n n

Méme coiit qu’une élimination gaussienne,

11 suffit juste de conserver L

Tres utile, si on souhaite traiter plusieurs cas de charges !
Mais plus gourmand en mémoire : facteur critique..



Matrice symetrique definie-positive :
M¢thode de Cholesky

bij = St SRR ¢ T e B M PP 1

z A=BB'"

Plus intéressante que I’ élimination gaussienne en termes d’opération,
Mais valable que pour des matrices symétriques définies positives



Factorisation de matrices creuses :

Probleme du fill-in
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Fill-in

X % X ¥ o x XY
Ltz | X X —» X
X X x X
X X L,X X
<& x X X X Fue
X ox X Tl —IN
x X X
X X
X X
X X
X X
X X o~ X

Seule, la numérotation des noeuds est cruciale !



Fill-in et renumeérotation des
variables !

*  Original
TS ., ® @ « RCM

*  Original

Yannakakis, Computing the minimum fill-in is NP-complete, SIAM J.
Algebraic and Discrete Methods, Vol. 2, 1981, 77-79.
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En modifiant la numérotation
des noeuds...
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En modifiant la numérotation
des noeuds...
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Max : 0.0000 Max : 0.0000

Apres [’assemblage :-)



Max :

0.0000

Max : 0.0000

Apres les conditions frontieres :-)
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Quel est le vrai1 facteur
critique pour des simulations
de grande taille ?

Hier

Précision du résultat

Faut-il pivoter ?

Comment minimiser la propagation des erreurs d’arrondis ?
Simple ou double précision ?

Matrices sym. déf. pos. : il n’est pas requis de pivoter !

Espace mémoire requis

. yyoos Stockage de U ou LU
Aujourd’ hui . .
Calcul en simple ou en double précision ?

—

Stockage en simple ou en double précision ?

Temps de calcul « cpu »
Heuristiques de rénumérotation
Utilisation des outils BLAS et LAPACK




Reverse Cuthill-McKee

Heuristiques de
renumerotation




Solveur de Gauss pour matrices bandes

Coiit calcul : O(nf3?)
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La numérotation des inconnues est cruciale




Max : 0.0736

femBandSystem *femBandSystemCreate (int size,int band);

void
void
void
void
void
void

femBandSystemInit (Band *myBand) ;

femBandSystemPrint (Band *myBand) ;

femBandSystemPrintInfos (Band *myBand) ;

femBandSystemConstrain (Band *myBand,int myNode,double myValue) ;
femBandSystemdEliminate (Band *myBand) ;

femBandSystemAssemble (Band *myBand,double *A,double *B,int *row,int *col,int n);

Homework 4 :
un solveur creux bande !




Le C est un langage de
bas niveau :
les pointeurs ;-(

Adresse de la

int main(void) case mémoire

{
int a = 4; -
Printf(" E——— a === %d \n",a); int a 1606410436 4
printf (" === &a === %d \n",&a); *int &a b | 1606415424 | 1606415436
int *b = &a; // &&a do not exist : why ? . =
e (r e e R x*xint &ga &b ... | 1606415424
exit (0) ;

} Valeur

L’utilisation des pointeurs permet d’écrire des codes tres efficaces et rapides...
Par contre, programmer est une tiche plus délicate et fastidieuse.
Mais, la rapidité d’un code est critique pour la simulation numérique (et le jeux!) :

Le langage C (ou C++) est bon choix ici !




Le C est un langage de
bas niveau
les pointeurs ;-(

Adresse de la
case mémoire
int a = 0;
int *b = &a;
b[0] = 4; . =
printf (" === *b === %d \n",*b); int a *b Db[0] | 1606415436 4
printf (" ==== b[0] === %d \n",b[0]); *int &a b 1606415424 | 1606415436
printf (" ==== a === %d \n",a);
printf (" ==== b === %4 \n",b);

L’utilisation des pointeurs permet d’écrire des codes tres efficaces et rapides...
Par contre, programmer est une tiche plus délicate et fastidieuse.
Mais, la rapidité d’un code est critique pour la simulation numérique (et le jeux!) :

Le langage C (ou C++) est bon choix ici !




On peut ¢crire n’1importe ou dans
la mémoire de I’ordinateur !

Ouuuuuups : ¢’est pas joli

int a = 0;
int *b = &a;

b[0] = 4;

b[l] = 3;

printf (" ==== *b === %d \n", *b);
printf (" ==== b[0] === %d \n",b[0]);
printf (" ==== b[l] === %d \n",b[1l]);
printf (" ==== a === %d \n",a);
printf (" ==== b === %4 \n",b);
printf (" ==== &b[0] == %d \n",&b[0]) ;
printf (" ==== &b[l] == %d \n",&b[1]);

Et le pire, c’est que cela marche parfois...

Parfois pas : Segmentation fault

int
int a xb
*int &a b

b[1]
b [0]

Adresse de la
case mémoire

1606415440
1606415436
1606415424

3
4
1606415436




Et pour une matrice...

typedef struct {
double *B;
double **A;
int size;

} femFullSystem;

femFullSystem *femFullSystemCreate (int size)

{
femFullSystem *theSystem = malloc (sizeof (femFullSystem)) ;
theSystem->A = malloc (sizeof (double*) * size);
theSystem->B = malloc (sizeof (double) * size * (size+l));
theSystem->A[0] = theSystem->B + size;
theSystem->size = size;
int 1i;
for (i=1 ; i < size ; i++)

theSystem->A[i] = theSystem->A[i-1] + size;

femFullSystemInit (theSystem) ;

return theSystem;




Et zou...

NS

bvﬁ&

double B[0] elem[0] | 1606415390 10.0
double B[1] elem[1] | 1606415394 20.0
double B[2] elem[2] | 1606415398 30.0
double A[0] [0] elem[3] 2.0
double A[0][1] elem[4] | 1606415406 1.0
double A[0][2] elem[5] | 1606415410 0.0
double A[1][0] elem[6] 1.0
double A[1][1] elem[7] | 1606415418 4.0
double A[1][2] elem[8] | 1606415422 3.0
lo double A[2][0] elem[9] | 1806415426 0.0
double A[2][1] elem[10] | 1606415430 3.0
% 20 double A[2][2] elem[11] | 1606415434 6.0
4 *double B elem 1606415438 | 1606415390
30 *double E%!EE elem+3 &elem[3] | 1606415442
*double A[1], elem+6 &elem[6] | 1606415446
*double &T2) elem+9 &elem[9] | 1606415450
*x*double A 1606415454
int i;

mySystem->B =

mySystem->size =
for (i=1 ;

it+)

= mySystem->A[i-1] + size;

double *elem = malloc (sizeof (double) * size * (size+l));
mySystem->A = malloc (sizeof (double*) * size);
elem;

mySystem->A[0] = elem + size;
size;
i < size ;
mySystem->A[i]




Elimination gaussienne

double* femFullSystemEliminate (femFullSystem *mySystem)
{

double **A, *B, factor;

int i, j, k, size;

A mySystem->A;

B mySystem->B;

size = mySystem->size;

for (k=0; k < size; k++) {
for (i = k+1 ; 1 < size; i++) {
factor = A[i] [k] / A[k][k];
for (j = k+1 ; j < size; j++)
A[i][3] = A[1]1[3] - A[k][j] * factor;
B[i] = B[i] - B[k] * factor; }}

for (i = size-1; i >=0 ; i--) {
factor = 0;
for (j = i+l ; j < size; Jj++)
factor += A[i][j] * B[jl:;
B[i] = ( B[i] - factor)/A[i][i]; }

return (mySystem->B) ;




Imposition
d’une condition essentielle

void femFullSystemConstrain (femFullSystem *mySystem,
int myNode, double myValue)
{
double **A, *B;
int i, size;

A mySystem->A;
B mySystem->B;
size = mySystem->size;

for (i=0; i < size; i++) {
B[i] -= myValue * A[i] [myNode];
A[i] [myNode] = 0; }

for (i=0; i < size; i++)
A[myNode] [i] = O;

A[myNode] [myNode] = 1;
B[myNode] = myValue;




Et pour une matrice bande...

typedef struct {
double *B;
double **A;
int size;
int band;

} femBandSystem;

femBandSystem *femBandSystemCreate (int size, int band)
{

femBandSystem *myBandSystem = malloc (sizeof (femBandSystem)) ;

myBandSystem->B = malloc (sizeof (double) *size* (band+1)) ;
myBandSystem->A = malloc (sizeof (double*) *size) ;
myBandSystem->size = size;
myBandSystem->band = band;
myBandSystem->A[0] = myBandSystem->B + size;
int i;
for (i=1 ; i < size ; i++)

myBandSystem->A[i] = myBandSystem->A[i-1] + band - 1;
femBandSystemInit (myBandSystem) ;

return (myBandSystem) ;




double B[0]
double B[1]
double B[2]
Et Zou double A[o] [0]
oo double A[1][0]=A[0][1]
double A[2][0]=A[1][1]
double A[2][1]=A[1][2]
double A[2] [2]
*double B elem
*double A[0] elem+3
*double Al1] elem+4
*double A[2] elem+5
**double A

elem[0]
elem[1]
elem[2]
elem[3]
elem[4]
elem[5]
elem[6]
elem[7]

&elem[3]
&elem[4]
&elem[5]

1606415390
1606415394
1606415398
1606415402
1606415406
1606415410
1606415414
1606415418

1606415438
1606415442
1606415446
1606415450
1606415454

10.0
20.0
30.0
2.0
1.0
4.0
3.0
6.0

1606415390
1606415402
1606415406
1606415410
1606415442

myBandSystem->B =
myBandSystem->A =
myBandSystem->size = size;
myBandSystem->band = band;
myBandSystem->A[0] = myBandSystem->B + size;
for (int i=1 ; i < size ; i++4)
myBandSystem->A[i] =

malloc (sizeof (double*) *size) ;

malloc (sizeof (double) *size* (band+l) ) ;

myBandSystem->A[i-1] + band - 1;




Solveur de Gauss frontal

o 0 0 o 0 0
VARVERVERY o ¢ 90
¢ 0 0 ¢ 0 ¢ ¢
A= VARV VIR AP = ¢ ¢ 0
0 0 0 0 90 ¢ 40 O
o 0 0 ¢ o ¢ 0 0
i ¢ 8 0 ! 0 0 O

Coiit calcul : O(np?)

Le reste est stocké sur la mémoire secondaire

La méthode frontale est cependant plus générale et peut s’appliquer a une matrice non-bande !
On effectue I’élimination et I’assemblage de maniére simultanée :
ce sera la numérotation des éléments qui sera critique



Solveur de Gauss frontal

OO OO
SO SO
L 2 b RO R L b b O
Ch B B Ao SO e
SRl & 4 (SRS
< O LI
< <
I Il
) )
< <
OO
OO
SO
OO
SO O
OO
OO



Exemple

Seule, la numeérotation des éléments est cruciale !
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Seule, 1a numérotation des éléments est cruciale !



[’assemblage
est un processus
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Chaque ¢lement

est une heure !
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Chaque nceud
est un train !
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Heure ou ¢lément
ou le train est passe¢ !
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Calcul de 1’¢lément de disparition

9 10 11
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Attribuer
une voie libre
a un train !

Elément

SO W
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Attribuer une voie libre a un train !

Elément

Destination
1

ST BN

Occupation de la matrice active
lors de I'assemblage des éléments

1 2 3 4 5 6

1] 10 10 [10| |4 12
2 2 (2] 11 11 11
6 6 6 |6 8 8
5 |[9] 3 3 3

9| 7 7 7

Calcul de la taille requise pour la matrice active

Comment dimensionner la jonction Nord-Midi ?




Factorisation symbolique

9 10 11 12

o ® ® °
I v - Occupation de la matrice active
i . i . lors de 1’assemblage des éléments
® ® e °
Elément 1 2 3 4 5) 6
I II7 |4
‘e o ‘e ° Destination
1 1{ 10 10 (10| |4 12
2 2 2 |21 11 11 i |
3 6 6 6 6 8 8
4 o (5] 3 3 3
53 9| 7 74 f 7
6

=P (Calcul de la taille requise pour la matrice active
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