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Fun, frustrations and tricks of the trade
(Titre du premier chapitre du livre de B.M. Irons)
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Chapitre 1

Interpolation
sur un maillage non structuré

Supposons que nous disposions d'une fonction connue v € Y. La méthode des éléments
finis consiste a écrire cette interpolation sous la forme suivante

() = 3 Uy () (11)

ou U; sont de valeurs nodales inconnues, tandis que 7; sont des fonctions de forme spécifiées
a priori et appartenant a ’espace U. Les fonctions de forme sont choisies afin qu’aucune
d’entre elles ne puisse etre obtenue par combinaison linéaire des autres.

Il y a donc n degrés de liberté pour définir un élément particulier du sous-espace
discret U" C U. La dimension U" est clairement n et les fonctions de forme sont une base
de cet espace dont tous les éléments sont obtenus par une combinaison linéaire unique
des éléments de cette base. La plupart des fonctions de forme utilisées sont associées a
un point particulier de 'espace X; et satisfont la propriété suivante :

7(Xy) = 9y (1.2)

ou ¢;; est le symbole de Kronecker (6;; =1 si i = j et 0 autrement).



On peut directement en déduire que les valeurs nodales sont les valeurs de u" en X;.

u"(X;) = ZUJTj(Xz’%

uh(Xl) = ZUJ(S”
j=1

|

1.1 Eléments finis unidimensionnels

Considérons, par exemple, u(z) = 2(1 — 23)x. Nous désirons obtenir une interpolation
u"(z) au moyen de polynomes par morceaux. Sur la figure 1.1, nous considérons un cas
tres simple. Le domaine () est divisé en deux segments, qui sont appelés éléments finis.
Leur longueur est respectivement 0.6 et 0.4. Sur chaque élément, nous désirons remplacer
la fonction u par une fonction polynomiale.

Le cas le plus simple est celui ou 'approximation est un polynome d’ordre zéro, c¢’est-
a-dire une constante sur chaque élément. On a ici choisi la valeur de u au centre de
I’élément comme constante. L’approximation «” est continue par morceaux.

Figure 1.1: Interpolation constante, linéaire et quadratique par
morceaux de la fonction u(z) = 2(1 — 2®)z sur deux éléments de
longueur 0.6 et 0.4 respectivement.

Nous pouvons ensuite introduire une interpolation linéaire par morceaux au moyen de
polynomes du premier degré. L’approximation est maintenant continue. Dans la troisieme
partie de la figure, on introduit un polynéme du second degré dans chaque élément. Les
coefficients du polynome sont déterminés par I'imposition de la valeur de v aux extrémités
et au milieu de 1’élément.



Apres avoir présenté le probleme au moyen d’un exemple simple, définissons en termes
plus généraux le processus d’approximation de u sur le domaine ) en un nombre donné
d’éléments Q. = |X., Xey1], segments ouverts successifs qui ne se recouvrent pas. On
définit ainsi une partition de €2 appelée maillage. Les points X, aux extrémités des
éléments sont appelés les sommets du maillage. De maniere plus formelle, un maillage
d’un domaine €2 doit étre tel que :

N1
Q= U{ﬁe}, Q.NQp=0, sie#f.
e=1
La taille d'un tel maillage est caractérisée par I'un des deux nombres :

e Ny le nombre de sommets,

e Ni = Ny — 1 le nombre d’éléments.

Elément parent

Pour construire une interpolation polynomiale sur ces éléments qui peuvent étre de longueurs
diverses, il est opportun d’établir un isomorphisme entre chaque point x de chaque élément
Q. et un point ¢ de l'intervalle ouvert Q2 =] — 1, +1],

he = Xeqp1 — Xe

>
Q. T
——@® [ o———
Xe Xe+1
Q
~1 +1
—>

Figure 1.2: lIsomorphisme entre un élément fini quelconque €2, et
I'élément parent 2.



(Xe+1 — XE) (Xe—i-l + Xe)
2 * 2 ’

z(€) = ¢

1.3
2 — (Xey1 + Xe) (13)

(Xe+1 - Xe)

L’isomorphisme est illustré a la figure 1.2. L’intervalle Q est appelé [’élément parent.
Les coordonnées = € €2, et £ € () sont reliées entre elles de maniere univoque par les
relations (1.3).

Valeurs nodales et fonctions de forme locales

Définissons sur ) une base de polynomes ¢; de degré p de la maniere suivante. Nous
sélectionnons un nombre p 4+ 1 de noeuds Z; sur l'intervalle parent. A chaque noeud est
associé une fonction de la base, ¢’est-a-dire un polynome de degré p valant 1'unité pour le
noeud auquel elle est associée et s’annulant aux autres noeuds.

Figure 1.3: Fonctions de forme constante, linéaire, quadratique et
cubique.

Il est des lors possible de construire des bases de fonctions de forme de degrés divers :

e Pour les polynomes de degré 0, on a besoin d’une seule fonction de base,

»n(§) = L (1.4)



e Pour les polyndmes du premier degré, nous choisissons les deux noeuds aux extrémités
de I’élément parent, et obtenons une base des fonctions linéaires,

e Pour les polynomes du deuxieme degré, nous pouvons identifier deux noeuds aux
extrémités et un noeud au centre de I’'élément parent. Nous obtenons ainsi une base
des fonctions quadratiques,

¢(§) = —¢(1-¢)/2,
$2(§) §(1+¢)/2, (1.6)
¢3(§) = (1= +¢).

La figure 1.3 montre clairement 1’allure et la signification de ces fonctions. Il est clair
que d’autres choix sont possibles et nous aborderons ce probleme plus tard.

Une interpolation u" de degré p sur I'élément €2, passant par des valeurs nodales U¢
s’obtient ensuite par combinaison linéaire des fonctions de base

p+1

ul(z) = Z Ufpi(x), x €8, (1.7)

ou les Uf sont les waleurs nodales locales inconnues a priori, tandis que les fonctions de
base ¢5(x) = ¢;(£(z)) connues a priori sont appelées les fonctions de forme locales. De
facon plus synthétique, on parle d’élément unidimensionnel constant discontinu, d’élément
unidimensionnel linéaire continu ou élément unidimensionnel quadratique continu pour
caractériser le choix d’un type d’élément et d’une base de fonctions de forme sur cet
élément.

Valeurs nodales et fonctions de forme globales

Nous avons montré qu’une interpolation peut étre construite en associant les valeurs
nodales et les fonctions de forme dans chaque élément. Par la suite, il sera utile d’écrire
une expression sur le domaine €2 plutot que sur les éléments séparés.

Dans cette optique, nous sélectionnons un nombre N de noeuds dont on donne les
positions X% au sein du maillage. Ces noeuds peuvent étre a nouveau les extrémités
d’éléments, ou des points a l'intérieur des éléments. Il est fondamental de distinguer, des
a présent, les concepts de noeud et de sommet, comme nous l'illustrons sur la figure 1.4.
Un sommet est un point a 'intersection de plusieurs éléments finis, tandis qu'un noeud
est un point ol est définie une valeur discrete ou nodale de 'interpolation.

L’interpolation globale u” peut alors s’écrire,



N
uh (@) = 3 Uy (@)
j=1

Uj
—C—C <o o o —7
X X5 X3
O ®
Xe Ket1

Figure 1.4: Concept de noeuds, de valeurs nodales et de sommets
d'un élément.

(@) = Y U(e) (18)

ou les U; sont les valeurs nodales globales, tandis que les 7;(x) sont les fonctions de forme
globales. Cette équation montre clairement que 1’approximation u” dépend d’un nombre
fini de valeurs nodales. Appelons U 'espace fonctionnel dans lequel est inclus la solution
exacte u. On constate que les fonctions de forme globales forment la base d’un sous-espace
U" de dimension N, appelé un sous-espace discret.

Afin de construire la forme globale (1.8) a partir de la forme locale (1.7), il est
nécessaire de définir la correspondance entre noeuds locaux et noeuds globaux de la
maniere suivante



Indice local de noeud ¢

Indice d’éléments e | Indice global de noeud j

Ces correspondances peuvent étre établies tres facilement dans le cas unidimensionnel.

e Nous pouvons construire ainsi toutes les fonctions de forme globales linéaires sur un
élément €2..

Te<x) - Qﬁ(x)? S Qea
Ter1(z) = ¢3(z), r € Q, (1.9)
Ti(z) = 0, fé{ee+1} et z €.

e Il est facile de suivre le méme raisonnement pour une interpolation quadratique et
d’obtenir les fonctions de forme globales correspondantes sur un élément (2.

Toe-1(z) = 1(z), z e Qe
T2e(x) = ¢5(), x € (.,

ran(@) = d5(a) veql L0
Ti(x) = 0, f&{2e—1,2¢,2e+ 1} et x € Q..

Le fait que les fonctions 7; soient des fonctions polynomiales par morceaux qui s’annulent
en dehors d’un support compact est une des caractéristiques principales de la méthode
des éléments finis. Nous verrons ultérieurement que c’est aussi une des clés du succes et
de la popularité de la méthode.

1.2 Eléments finis bidimensionnels

Nous allons maintenant présenter quelques espaces discrets U” habituellement utilisés
dans les applications bidimensionnelles. Typiquement, les espaces d’éléments finis sont
définis a partir de

e la description de la division du domaine €2 en éléments,
e la définition de la forme de la restriction de tout élément de U" sur un élément : en

général, il s’agira d’un polynome, mais on pourrait imaginer autre chose. Typique-
ment, on a donc un nombre fini de degré de liberté pour déterminer cette restriction,



e la définition de contraintes sur chaque élément afin que cette restriction puisse étre
fixée de maniere unique. Typiquement, il s’agit des valeurs nodales, mais il pourrait
aussi s’agir d’autre chose.

En d’autres mots, on voit bien qu’un élément précis de ’espace discret sera uniquement
déterminé par ’ensemble des valeurs nodales. Toutefois, cet élément reste une fonction,
dans le cas qui nous concerne, une interpolation par ses valeurs nodales.

Tout d’abord, considérons quelques exemples de maillages d’éléments finis. Le choix
du maillage dépend d’abord de la géométrie du probleme. La taille des éléments dépend
principalement de I'allure de la fonction cherchée. Pratiquement, on utilise des éléments
petits par rapport a la taille du domaine la ou la fonction représentée par éléments finis
varie tres rapidement. La plupart des éléments que nous utiliserons ci-dessous sont capa-
bles de représenter exactement des fonctions qui dépendent linéairement des coordonnées.
Pour une telle variation linéaire, il n’est pas nécessaire d’utiliser des petits éléments.

Le découpage en éléments devra toujours respecter la regle suivante : deux éléments
distincts ne peuvent avoir en commun qu’un sommet ou un coté entier. Il est toutefois
possible de déroger a cette regle moyennant certains développements...

Un maillage bidimensionnel d’éléments finis est identifié par :

e le tableau des coordonnées de chaque sommet,

e le tableau d’appartenance des sommets aux éléments, c’est-a-dire, pour chaque
élément, la liste ordonnée des sommets qui en font partie,

e ¢éventuellement, le tableau d’appartenance des cotés aux éléments, c¢’est-a-dire, pour
chaque élément, la liste ordonnée des cotés qui en font partie.

Chaque élément est numéroté de maniere unique dans un ordre qui n’est en général pas
arbitraire. On fait de méme pour tous les cotés et tous les sommets. Nous verrons plus
loin qu’il existe plusieurs manieres de numéroter les éléments, les cotés et les sommets
dans un maillage d’éléments finis.

La taille d'un maillage est donc caractérisée par trois nombres :

e Nj le nombre de sommets,
e N, le nombre de cotés,

o N, le nombre d’éléments.

Il est important de toujours distinguer clairement le concept de noeud et de sommet. Un
sommet est un point a l'intersection de plusieurs aretes communes d’éléments finis, tandis
qu’un noeud est un point ou est définie une valeur discrete ou nodale de 'approximation.
A partir de la taille d’un maillage, il est en général facile de déduire n le nombre de valeurs
nodales ou de noeuds d’un type d’approximation.



Exemple de maillage

Nous donnons ci-dessous un exemple complet de données qui pourraient étre associées au
réseau de la figure 1.5.

Sommet | X; Y

Triangle | Sommets
1 0.0 2.0
1 1 3 2 2 1.0 2.0
2 3 4 2 3 0.0 1.0
3 5 4 3 4 1.0 1.0
4 5 6 4 5 0.0 0.0
5 6 7 4 6 1.0 0.0
6 6 8 7 7 20 1.0
7 8§ 10 7 8 2.0 0.0
8 8§ 9 10 9 3.0 0.0
9 7T 12 11 10 3.0 1.0
10 10 12 7 11 20 20
12 3.0 20

1

1
17
3
117
v
5

Figure 1.5: Numérotation du maillage.

1.2.1 Eléments triangulaires
Elément parent

Pour obtenir facilement les fonctions de forme, considérons un isomorphisme entre I'élément
triangulaire ), et I’élément parent triangulaire €2 défini dans le plan & = (£, 7).
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Le triangle parent généralement utilisé dans la littérature! est défini par les coor-
données de ses trois sommets qui sont respectivement Z; = (0,0), B, = (1,0), E3 = (0,1).
Considérons maintenant les trois sommets d'un élément quelconque 2., dont les coor-
données respectives sont X§ = (X7, V), X§ = (X5,Yy), X§ = (X5,Ys). La correspon-
dance entre () et Q. est donnée par

x(€) = (1=&—nX{ + £X5 + nXs. (1.11)

On observe immédiatement que x(=Z;) = X;. Il est évidemment possible d’obtenir
la relation inverse £(x), puisque 'isomorphisme est ici une relation linéaire. Mais, nous
n’effectuerons pas ce calcul, car nous n’en aurons jamais besoin.

Valeurs nodales et fonctions de forme locales

Définissons sur € une base de polynomes ¢; de degré p de la maniere suivante. Nous
sélectionnons un nombre adéquat de noeuds E; sur le triangle parent. A chaque noeud
est associé une fonction de la base, c’est-a-dire, un polynome de degré p valant 1'unité
pour le noeud auquel elle est associée et s’annulant aux autres noeuds. Il suffit ensuite de
construire des bases de fonctions de forme de degrés divers :

e Pour les polynomes de degré 0, on a besoin d’une seule fonction de base,

¢(&n) = L (1.12)

e Pour les polynomes du premier degré, nous choisissons les trois sommets de 1’élément
parent, et obtenons une base des fonctions linéaires,

¢1(§m) = (1-=&§—m),
$2(En) = & (1.13)
¢3<€7 77) =

Un polynoéme du premier degré dans un espace a deux dimensions est bien caractérisé
par trois coefficients, ce qui signifie que définir trois fonctions de forme associées aux
sommets constitue un choix naturel. Il est utile d’examiner la continuité qu’engendre
cet élément. Considérons deux éléments voisins avec deux noeuds communs et une
vue de la fonction w”. 1l est clair que la valeur de u" entre deux noeuds dépend
seulement de ses valeurs & ces deux noeuds, et que u” est continue a I'interface de
ces éléments.

LCe n’est peut-étre pas le choix le plus élégant, mais le résultat du poids des traditions.
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e Pour les polynomes du deuxieme degré, il y a lieu de définir six fonctions de base
distinctes. On choisit de les associer aux trois sommets et a trois noeuds milieux
des segments. Nous obtenons ainsi une base des fonctions quadratiques,

o1(En) = 1=3(E+n)+2(E+n)2,
cbzg,n; = 5%2@“—1)),

¢3(&m) = n(2n—1),

Ps(&m) = 461 —-E—n), (1.14)
¢s(&m) = 4,

p6(&,m) = 4An(1—&—mn).

Nous observons a nouveau que la valeur de u” le long d’un coté du triangle est
entierement déterminée par ses valeurs nodales le long de ce c6té, et nous concluons
que u" est une fonction continue.

e Il convient de noter que nous avons totale liberté pour définir d’autres fonctions de
forme locales. On pourrait envisager un autre choix pour les polynomes du premier
degré. Choisissons maintenant non plus les trois sommets de I’élément parent, mais
les 3 noeuds milieux des segments. Nous obtenons une nouvelle base des fonctions
linéaires,

¢1(§777) = 1- 2777
$2&m) = —1+2(E+n), (1.15)
¢3(§,m) = 1-2¢

Chacune de ces fonctions prend la valeur unité au centre d’un segment et s’annule
bien au milieu des autres. Il y a toutefois une différence fondamentale entre les
approximations du premier degré définies par les fonctions (1.13) et par les fonctions
(1.15), respectivement. Sur la frontiere commune de deux triangles adjacents, on
observe dans le premier un raccord continu qui fait défaut dans le second choix des
fonctions de forme. En effet, dans le cas d’une interpolation linéaire entre les milieux
des cotés, la fonction u” peut étre discontinue le long d’un coté car elle ne dépend
pas que des valeurs nodales aux noeuds situées le long de ce coté.

Un élément totalement quelconque u” de degré p sur I'élément €., s’obtient ensuite
par combinaison linéaire des fonctions de base

p+1

u(x) = Z Us¢i(x), x €, (1.16)

ou les Uf sont les waleurs nodales locales inconnues a priori, tandis que les fonctions de
base ¢¢(x) = ¢;(&£(x)) connues a priori sont appelées les fonctions de forme locales. On
parle aussi de fagon synthétique, d’élément triangulaire constant discontinu, d’élément

11



triangulaire linéaire continu, d’élément triangulaire quadratique continu ou d’élément tri-
angulaire linéaire discontinu pour caractériser nos quatre exemples de choix d’élément
et de fonctions de bases locales. La définition de fonctions de forme globales suit alors
exactement la méme logique que dans le cas unidimensionnel.

Approximations polynémiales completes

Une des caractéristiques des éléments triangulaires est la possibilité de construire un
ensemble de fonctions de forme complétes sur le triangle parent avec un nombre optimal de
degrés de liberté. Un ensemble de fonctions de forme ¢;(£, n) sera dit complet pour l’ordre
p, si une combinaison linéaire appropriée des ¢;(£,n) permet de reproduire n’importe quel
polynoéme d’ordre p.

Une telle propriété découle immédiatement du triangle de Pascal (1.17) qui fournit
I'ensemble des termes d’un polyndéme a deux variables (£, 7). Par exemple, un polynome
d’ordre 2 requiert six termes qui sont exactement le nombre de valeurs nodales des fonc-
tions de forme quadratiques sur le triangle.

1 0
§ n 1
'S &n U 2 (1.17)
& £ &’ n’ 3

1.2.2 Eléments quadrilateres
Elément parent

Introduisons & présent un isomorphisme entre un élément quadrilatere quelconque (2, et
I’élément parent carré € défini dans le plan & = (£, 7).

Le carré parent généralement utilisé dans la littérature 2 est défini par les coordonnées
de ses quatre sommets qui sont respectivement 2y = (1,1), By = (—1,1), B3 = (-1, —1)
et 24 = (1, —1). Considérons maintenant les quatre sommets d’un élément quelconque €2,
dont les coordonnées respectives sont X¢ = (X¢,Y?) avec i = 1...4. La correspondance

(2
entre €2 et {2, est donnée par

2 A nouveau, ceci n’est peut-étre pas le choix le plus élégant, puisque la superficie du carré parent est
4... alors que 'unité aurait été pratique. En plus, si le segment et le carré parents sont cohérents entre
eux, le triangle parent ne rentre pas dans la méme logique. Toutefois, ceci ne doit pas vous troubler, car
les éléments parents peuvent étre choisis de maniere totalement arbitraire.
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A+90+n)y,  (1-O0+n),
1 4 2

x(&,n) = 1

(1.18)
+(1 - fl(l - n)X§ N (1 +£L(1 - n)XZ-

On observe a nouveau que x(&;) = X;. Il est important d’observer par contre que
cette correspondance n’est plus une relation linéaire. Il ne sera pas automatiquement
possible d’obtenir la relation inverse &€(x). Toutefois, nous obtiendrons une transformation
bijective entre I'ensemble des points du carré parent et ceux de I’élément quadrilatere si
ce dernier est convexe. En d’autres mots, il suffit d’exiger que les angles intérieurs du
quadrilatere de la figure soient inférieurs a m pour définir une transformation licite. Il
est alors possible, au moins formellement, d’inverser (1.18), et d’obtenir £(x). Mais, nous
n’effectuerons pas ce calcul, car nous n’en aurons jamais besoin.

Valeurs nodales et fonctions de forme locales

Définissons sur () une base de polynomes ¢; de degré p de la maniere suivante. Nous
sélectionnons un nombre adéquat de noeuds E; sur le carré parent. A chaque noeud est
associé une fonction de la base, c’est-a-dire, un polynome de degré p valant 'unité pour
le noeud auquel elle est associée et s’annulant aux autres noeuds. Il suffit ensuite de
construire des bases de fonctions de forme de degrés divers :

e Pour les polynomes de degré 0, on a besoin d’une seule fonction de base,

¢1(&n) = L (1.19)

e Choisissons maintenant les quatre sommets de 1’élément parent, et obtenons une
base des fonctions bilinéaires,

¢1(&m) = (1+€)(1+n)/4,
¢a(€,m) = (1+€)(1 77)/4-

Ces fonctions de forme sont obtenues par le produit terme a terme des fonctions de
forme unidimensionnelles linéaires. Ces fonctions varient linéairement le long des
cotés et une fonction u” construite comme combinaison linéaire de telles fonctions
de forme bilinéaires sera continue sur les segments frontieres entre éléments.

La génération de fonctions de forme bidimensionnelles par produit terme a terme des
fonctions unidimensionnelles est une des caractéristiques de la famille des éléments
de Lagrange. Les fonctions de forme bilinéaires sont aussi appellées des fonctions de
forme de Lagrange d’ordre 1.
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Figure 1.6: Fonctions de forme de Lagrange continues d'ordre un sur
un quadrilatére ou fonctions de forme bilinéaires.

Par contre, il faut observer que ces fonctions ne sont plus linéaires, mais le produit
de fonctions linéaires : d’ot, le nom de fonctions de forme bilinéaires. Si la valeur
de u" est donnée aux quatre sommets, il est impossible de construire un polynome
du premier degré qui ne contient par définition que trois degrés de liberté. Il n’est
donc pas possible de construire une interpolation linéaire continue sur un élément
quadrilatere.

Les 9 fonctions de forme de Lagrange d’ordre deux ou fonctions de forme biquadra-
tiques sont obtenues également par les multiplications respectives des fonctions uni-
dimensionnelles quadratiques suivant les directions £ et 7.

o1(&m) = EQ+En1+n)/4,

P2(§m) = =€ —=En(l+n)/4,

¢3(&§m) = (1 —=En(1—n)/4,

¢a(€§m) = —EQ+En(1 —n)/4,

¢5(&m) = L+ =1 +n)/2, (1.21)
¢e(&,m) = —E1 =& (L —n)(1+n)/2,

¢7(&m) = —(1=A+En(1—n)/2,

¢s(&,m) = 1 +EI—n)(1+n)/2,

Po(&m) = (1=A+EHA—n)(1+n).

Ces fonctions sont associées aux quatres sommets, aux quatres points milieux du seg-
ment et au centre du carré. Sur un coté de 1’élément, une fonction u” est entierement
caractérisée par les valeurs nodales de ce coté et est donc continue.

Il est possible d’engendrer avec ces fonctions de forme un polynome arbitraire du
second degré mais pas du troisieme degré malgré la présence de termes en &2, &n?

14
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Figure 1.7: Fonctions de forme de Lagrange continues d'ordre deux
sur un quadrilatére ou fonctions de forme biquadratiques.

et €2n%. 1l n’est pas possible de produire, par exemple, £ par une combinaison
linéaire des ¢;. En d’autres mots, ces fonctions de forme sont completes a 'ordre
deux, mais pas a ’ordre 3, car seule une partie des termes cubiques est représentable
par une combinaison linéaire des fonctions de forme biquadratiques. Elles ne sont
ni vraiment cubiques, ni vraiment quadratiques... elles ont méme un terme d’ordre
quatre. Schématiquement, les termes présents peuvent étre représentés comme suit :

1 0
§ n 1

'S &n 7’ 2 (1.22)
&*n &n? 3
&’ 4

Les 8 fonctions de forme de Serendip d’ordre deux sont définies en n’associant des
fonctions de forme qu’aux sommets et milieux des cotés. Dans la famille d’éléments
dits de Serendip, on ne retient que les noeuds situés sur la frontiere de ’élément de
Lagrange correspondant. On impose aussi que la valeur des fonctions de forme sur
la frontiere de 1’élément soit identique a celle des fonctions lagrangiennes correspon-
dantes.
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On obtient facilement? les huit fonctions de forme de Serendip d’ordre deux :

¢1(&m) = A+EA+n)(n+&—1))/4,

Pa(§m) = (1=8X+n)(n—§—1))/4,

¢3(&m) = (1= —n)(-n—-E-1))/4,

¢a(§m) = (1+A —n)(-n+E§—1))/4, (1.23)
¢s(&m) = 1=+ +n)/2, '
¢6(&,m) = (1= +n)(1-n)/2,

pr(&m) = (A+5A-E(1—-n)/2

ps(§,m) = (1+ET+n)(1—n)/2.

XX
0850355
(I

(RTXSESS
U0 05059%
w,o,?.:.:"o\

Figure 1.8: Fonctions de forme de Serendip continues d'ordre deux
sur un quadrilatéere.

3Comment peut-on trouver facilement les équations des fonctions de forme ? Oui, c’est facile, mais il
y a une petite astuce... Considérons par exemple ’élément de Serendip a 8 noeuds. Nous désirons trouver
une famille de fonctions de forme qui prennent la valeur unité & un noeud, et zéro aux autres noeuds.
On peut facilement obtenir de telles fonctions au moyen de polynémes du troisieme degré obtenus en
multipliant les membres de gauche des équations des droites passant par les autres points. Pour le point
1, par exemple, les trois droites ont pour équation,

1+¢ = 0,
1+n = 0,
1-¢€—n = 0.

La fonction (14 &)(1+n)(1 — & —n) vaut zéro en chaque noeud, sauf au noeud 1, ot sa valeur est -4. La
fonction (14 &)(1+7n)(£+n—1)/4 a donc toutes les propriétés recherchées. De méme, pour le noeud 5,
les trois droites ont pour équation

1+¢ = 0,
1-¢ = 0,
1+n = 0.

Ce qui donne une fonction de forme (1 +&)(1 —&)(1 +n)/2.
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Schématiquement, les termes présents peuvent étre représentés comme suit :

1 0
& 5 &n ! U ; (1.24)
&% &’ 3

On voit donc que seul le terme du quatrieme ordre a disparu. Ces fonctions de
forme sont donc toujours completes a l'ordre deux. En d’autres mots, il est toujours
possible d’engendrer au moyen de ces fonctions de forme un polynome arbitraire du
second degré

ay + as + azn + aién + as& + agn’, (1.25)

défini sur Q. L’élément de Serendip a 8 noeuds est complet jusqu’a 'ordre deux sur
[’élément parent, tout comme 1’élément a 9 noeuds.

Tout I'intérét de la neuvieme fonction de forme biquadratique apparait lorsqu’on re-
garde si les éléments sont complets apres application de I'isomorphisme. En d’autres
mots, est-ce qu'une combinaison appropriée des fonctions de forme peut reproduire
n’importe quel polynome du second ordre

bl + b2x<§’ 77) + b3y(€7 77) + b41’<§, 77)9(& 77) + b5x2(£7 7]) + b6y2(€7 T])? (126)

défini sur €).. Apres application de la transformation (1.18) qui contient des termes
en &, n et &n, Pexpression (1.26) peut étre réduite sous la forme

1+ cob + ean + cabn + cs€2 + con® + crbn? + csné? + con®ER. (1.27)

On voit clairement qu’une telle propriété sera satisfaite par ’élément lagrangien a
9 noeuds et non par 1’élément de Serendip a 8 noeuds. Ceci explique partiellement
les modestes performances numériques des fonctions de formes de Serendip dans le
cas d'un maillage d’éléments non rectangulaires.
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Chapitre 2

Eléments finis
pour des problemes elliptiques

De nombreux problemes de physique/mathématique se rameénent a la résolution d’une
équation de Poisson sur un domaine ouvert 2 du plan (z,y). Celle-ci s’écrit avec des
conditions aux frontieres de deux types : des conditions de Dirichlet sur une partie de
la frontiere I'p et des conditions de Neumann le long de la partie I'y de la frontiere
(8Q:FDUFN et FDQFN:(D)

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode des éléments finis pour I’équation de
Poisson qui est le paradigme des problemes elliptiques. Nous définissons également le
concept de principes variationnels, de formulations forte, faible et discrete. Pour des
problemes elliptiques, nous montrons qu’il est possible de construire une fonctionnelle
scalaire qui atteint un minimum absolu pour la solution exacte du probleme.

2.1 Formulations forte, faible et discrete

Il existe deux manieres distinctes d’écrire ce probleme : la formulation forte usuelle en ter-
mes d’équation aux dérivées partielles et la formulation faible quasiment (!) équivalente.
Cette formulation faible ou variationnelle est strictement équivalente a un probleme de
minimisation. Intuitivement, pour la plupart des ingénieurs et des physiciens, écrire un
probléme aux limites (boundary value problem) sous une formulation variationnelle qui
revient a minimiser ou a maximiser une fonctionnelle donne I'impression que le probleme
de V'existence et de l'unicité est automatiquement satisfait. En toute rigueur, ce n’est
pas aussi simple. C’est exact a condition de recourir a des espaces de fonctions adéquats.
Finalement, montrer ’équivalence entre une formulation différentielle et une formulation
variationnelle dans le cas a plusieurs dimensions n’est pas simple. A plusieurs dimensions,
il n’est généralement plus possible d’établir I'existence d’une solution de la formulation
forte.
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Formulation forte

La formulation forte d’un probleme elliptique aux conditions aux limites s’écrit des lors
comme suit :

Trouver u(x) € Uy tel que

V. -(@Vu)+f = 0, Vx € Q,
(2.1)
n-(aVu) = g, Vx € 'y,

u = t, Vx € ['p,

ol n = (n,,n,) représente la normale sortante de la courbe I' et a est un parametre
constant!. Sur I'p, la valeur de u est imposée a t, tandis que sur I'y, la valeur du flux
n - (aVu) est imposée a la valeur de g. Nous n’avons pas encore précisé quel était cet
espace U, dans lequel nous recherchons la fonction u : il s’agit évidemment d’une question
capitale que nous allons laisser ouverte pour le moment, pour mieux y revenir plus tard?.

Ce probleme aux conditions frontieres peut modéliser la conduction de la chaleur, ou
a est la conductivité thermique, f une source de chaleur et u la température. Il peut aussi
s’agir de transfert de masse, o a est la diffusivité et u la concentration, de membrane
élastique tendue ou u est la fleche, a la tension dans la membrane et f la force latérale.

Formulation faible

Tout d’abord, introduisons quelques notations

<fg> = /Qfgdﬂ,

Lfg>» = fgds,
a0
(2.2)
< f g>N = fg d‘97
I'n
L fg>p = fg ds.
T'p

I'Notons que nous supposons que a soit constant uniquement afin d’alléger les notations. Nous pour-
rions ainsi envisager de traiter le probléme V - (a(x)Vu(x)) + f(x) = 0 de la méme maniére que celle
que nous présenterons dans ce chapitre.

2Toutefois, vous pouvez déja savoir que l'indice s est utilisé pour préciser qu’il s’agit de I’espace de la
formulation forte (strong formulation)
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Définissons de maniere tres approximative un espace U ne contenant que des fonctions qui
s’annulent sur I'p et un espace U ne contenant que des fonctions qui satisfont les conditions
de Dirichlet. Armés de toutes ces superbes notations, nous pouvons maintenant effectuer

un peu d’algebre a partir de (2.1)

<0 (V-(aVu)+ f)> = 0, Vi e,
En effectuant une intégration par parties,

< V- (@aVu) > — < (Va)- (aVu) >+ <af > = 0, Vael,
En vertu du théoreme de la divergence,

<n-(GaVu) > — < (V) - (aVu) > + <if > = 0, Vi e,
En vertu de la définition de U ,

<in-(aVu) >y — < (VQ) - (aVu) >+ <af > = 0, Vael.

9

La formulation faible ou variationnelle est alors immédiatement déduite comme suit :

Trouver u(x) € U tel que

< (Vu)-(aVu)> = <uf >+ <ug>n, Vi el, (2.3)
(@, v) b(@)

Pour obtenir ce résultat, on tient compte du fait que @ s’annule sur I'p et que sur I'y,
le flux a été prescrit comme égal a g. Les conditions de Dirichlet et de Neumann sont
également appelées conditions essentielles et naturelles. L’adjectif “naturel” indique ici
que la condition peut étre incluse naturellement dans I’écriture du principe variationnel,
par opposition a la condition essentielle imposée a priori dans ’espace fonctionnel.

Ici, on pourrait croire que la formulation différentielle ou forte et la formulation varia-
tionnelle ou faible sont parfaitement équivalentes. En fait, c’est nettement moins évident
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car cela dépend de la définition des espaces Uy, U et U. Une définition judicieuse de ces
espaces est un ingrédient essentiel pour obtenir des résultats théoriques et nous y revien-
drons dans les sections ultérieures. Si les espaces U et U sont simplement définis comme
I’ensemble des fonctions de U, s’annulant ou valant ¢ sur I'p, on obtient évidemment une
stricte équivalence®.

Mais, lorsqu’on écrit une formulation variationnelle du type de (2.3), il est naturel et
tentant d'un point de vue mathématique de considérer des espaces U et U un peu plus
grands (c’est-a-dire qui contiennent un peu plus de fonctions et ces quelques nouvelles
venues sont justement tres intéressantes : pas seulement des curiosités mathématiques,
mais également des solutions tout a fait utiles d’un point de vue physique). D’ un point
de vue mathématique, on souhaitera travailler avec des espaces d’Hilbert pour démontrer,
entre autres choses, 'existence et I'unicité de la solution de la formulation faible. Par
contre, en déduire ensuite la méme propriété pour la formulation forte n’est vraiment pas
évident et est méme souvent impossible.

Souvent, nous allons nous limiter au cas ot les conditions de Dirichlet sont homogenes
(t = 0). Dans une telle perpective, on observe immédiatment que les deux espaces U et
U coincident et seront notés simplement /. Cela simplifie énormément la présentation
des résultats théoriques : le cas spécifique des conditions de Dirichlet non homogenes sera

traité ultérieurement, lorsque nous considérerons le cas des éléments finis contraints.

Probléme de minimum

L’intérét majeur de la formulation faible est qu’elle est parfaitement équivalente a probleme
de minimisation défini comme suit :

Trouver u(x) € U tel que

J(u) = miny, ¢ L{S% a(v,v) — b(v))/, (2.4)
J(v)

Considérons une fonctionnelle associée au probleme de Poisson et écrivons :

Jw) = $<Vv-aVu>—-<fo>—-<guv>y. (2.5)

Nous allons montrer ’équivalence entre la formulation faible et la recherche de la

3Et encore.... pas vraiment aussi simple : noter par exemple que pour pouvoir appliquer le théoréme
de la divergence, la frontiere €2 ne peut pas étre totalement arbitraire : elle doit étre constituée d’un
nombre fini de morceaux contintiment différentiables. Il n’est donc pas nécessaire que la normale soit
définie en chaque point, car le domaine €2 peut étre ce qu’on appelle un ouvert a bords lipschitziens. Dans
cette hypothese, la normale peut n’étre définie que presque partout. En particulier, il est donc possible
de considérer le cas de coins dans la frontiére en respectant rigoureusement les mathématiques.
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fonction qui minimise la fonctionnelle. Envisageons, donc, la recherche d’une valeur sta-
tionnaire J(u) d'une fonctionnelle J. On appelle calcul des variations l'art de trouver une
fonction qui minimise ou maximise une fonctionnelle, généralement une intégrale sur un
espace de fonctions avec ou sans contrainte.

u(x) + eu(x)

Figure 2.1: Recherche de la fonction u qui rend stationnaire une
fonctionnelle J sur le domaine 2 =]0, 1[ : concept de variation w..

Recherchons une fonction w qui minimise J et dont la valeur sur la totalité de la
courbe frontiere 0f) soit prescrite a t. Introduisons @ une fonction arbitraire qui s’annule
sur I'p. Parmi les fonctions satisfaisant les conditions essentielles, une fonction v rend la
fonctionnelle (2.5) stationnaire si la condition suivante est satisfaite.

dJ(u+ £0)

g = m 2.6
d€ ‘5—0 07 VU/, ( )

Il suffit ensuite d’effectuer encore et toujours un peu d’algebre

Ju+eu) = 3<Vu-aVu> + e<Vu-aVi> + §<Vﬂ-aVﬂ>
— < fu> —e<fu>
— KLgu>y — ek gu>yN
J(u)
dJ(u + u)

<Vu-aVu>—-—<fu>—-—<gu>y

de le=0
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et d’observer que la condition (2.6) correspond exactement a la formulation faible (2.3),
tandis que la formulation d’Euler-Lagrange du probleme de minimisation de la fonction-
nelle J correspond exactement a la formulation forte (2.1).

La condition (2.6) est nécessaire pour que la fonctionnelle atteigne un minimum en la
solution wu, mais n’est pas suffisante. Il faut donc encore vérifier que u correspond bien a
un minimum en effectuant a nouveau un petit peu d’algebre pour une fonction quelconque
v € U qu'il est possible de décomposer en une combinaison de u et d'une variation © € U

J) = J(u+7)

<a(Vu+Vu)? > — < flu+a) > — < glu+1) >y,

N =

= %<Vu-aVu> 4+ < Vu-aVu> + %<Vﬂ-aVﬂ>

- <fu> - <fu>
— Lgu>y — Lgu>n
- . = T
cfr (2.3) car a positif !
> J(u)

Le dernier terme est toujours du signe de a. La fonctionnelle J atteint donc un minimum
en u pour autant que a soit positif. Heureusement, dans tous les problemes physiques
modélisés par I’équation de Poisson, les parametres de diffusion sont toujours positifs (con-
ductibilité, module de Young, viscosité ..etc) pour que le modele soit cohérent d’un point
de vue physique. Les formulations (2.3) et (2.4) sont donc bien strictement équivalentes.

En outre, si une solution du probleme (2.3) ou (2.4) existe, cette solution est unique.
Procédons par 'absurde. Considérons deux fonctions u et v solutions du probleme et
écrivons successivement (2.3) pour les deux solutions :
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< (Va) - (aVu) >

< (Va) - (aVv) >

< (Vu) - (aVu —aVv) >

< a(Vu—Vv)?* >

<Uf >+ < Ug >y, Vi eU.

<Uf >+ < g >, Vi e U.
En soustrayant les 2 lignes précédentes,
0, Vi eU.

En choisissant v — v comme fonction u arbitraire,

0.

Si I'p n’est pas un ensemble vide,

0.

L’unicité de la solution est acquise si une condition de Dirichlet est imposée au moins
en un point. Cela correspond parfaitement a l'intuition physique qui suggere aussi de
toujours imposer une condition de Dirichlet en au moins en point du domaine. Notez
aussi qu’il est essentiel que a soit toujours strictement positif (ou négatif) pour déduire

ce résultat d’unicité.

Les éléments finis sont une méthode variationnelle

Comme U" a été introduit comme un sous-espace de U, une facon naturelle d’obtenir les

U; est d’exiger que :

Trouver u”(x) € U" tel que
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ou de maniere strictement équivalente :

Trouver u"(x) € U" tel que

J") = min eyt (2 a(v",0") — b(vh))j (2.8)

J (")

Le probleme (2.7) est souvent appelé méthode de Galerkin, tandis la formulation en
terme de minimisation (2.8) est souvent présentée comme la méthode de Ritz. Toutefois,
comme c’est équivalent, on pourrait aussi dire exactement le contraire... Nous appellerons
le probleme (2.7) ou (2.8) la formulation discréte.

Cette formulation discrete est un systeme linéaire de n équations a n inconnues. Pour
obtenir les n équations algébriques fournissant les valeurs nodales, il suffit de substituer
u" dans l'expression de la fonctionnelle 4

J(uh) = %/Q(Vuh)-(Vuh) dQ—/quh dQ,

J(uh) = %/Q(ZUZ-VTZ-)-(Z U; V) dQ—/Qf (ZUm) e,

(2.9)
J(uh) = ZZU U, / (V1) - (V7)) dQ — ZU /f 7; dQ,
=1 j=1
J(uh) = ZZU U; Ay — ZUB,,
i=1 j=1
ou la matrice A;; et le vecteur B; sont définis par
Ay = / (V) - (Vr,) dEL,
Q
(2.10)
Q
Le minimum de la fonctionnelle est obtenu lorsque
0 =Y A;Uj—-Bi, i=1,...n (2.11)
=1

4 Afin de simplifier I'algebre, nous ne tiendrons pas compte de I'intégrale le long de Iy, mais 1’extension
est évidente. Nous supposons aussi que a = 1, sans aucune perte de généralité.
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Ce sont exactement les équations que nous aurions obtenues en sélectionnant les n fonc-
tions de forme 7; comme fonction arbitraire 2" dans (2.7). Comme ces fonctions de forme
forment une base du sous-espace d’approximation, cela revient bien a considérer que les
équations sont satisfaites pour n’importe quel élément de U".

Les éléments finis sont une méthode de résidus pondérés

Il existe une autre maniere d’obtenir la formulation discrete qui peut paraitre plus intu-
itive, sans devoir explicitement construire une formulation faible. Il s’agit ici de trouver
une maniére de sélectionner les n valeurs nodales U; afin que la fonction u”(s) approxime
“au mieux” la fonction u(z), solution du probleme original. Il faut évidemment préciser
ce que nous entendons par I'expression “au mieux”.

Nous avons n parametres inconnus a déterminer. Dans les méthodes de résidus
pondérés, il est possible de distinguer trois types d’approches :

e Les équations différentielles sont satisfaites par tout approximant et les parametres
sont déterminés pour satisfaire les conditions frontieres. C’est 'approche frontiere.

e Les conditions frontieres sont satisfaites par tout approximant et les parametres sont
déterminés afin que les équations soient satisfaites. C’est I’approche intérieure.

e Les approximants ne vérifient a priori ni les équations, ni les conditions frontieres.
Il faudra déterminer les parametres afin que I’équation et les conditions frontieres
soient satisfaites. C’est ’approche mixte.

En général, on adopte la seconde approche pour les conditions essentielles dans le cadre
de méthodes d’éléments finis. C’est ce que nous faisons implicitement en définissant les
espaces U et U" comme ne contenant que des solutions satisfaisant les conditions de
Dirichlet. Par contre, pour les conditions de Neumann, nous construirons une méthode
mixte. Comme a priori, les éléments de U" (y compris u" le meilleur d’entre eux, en
général) ne satisfont pas 1’équation différentielle de (2.1), ils donnent lieu a un résidu

"=V (aVu") + f. (2.12)

La méthode des résidus pondérés consiste alors a évaluer les valeurs nodales afin de min-
imiser le résidu d’un certaine maniere. Parmi les manieres de minimiser le résidu, citons :

e La technique de collocation qui impose ’annulation du résidu aux noeuds.

(X)) =0, i=1,...,n, (2.13)



e La technique de Galerkin consiste a annuler en moyenne le produit des résidus avec
les fonctions de forme.

<7rt>=0, i=1,...,n, (2.14)

Le choix d’une technique influence fortement la précision (et donc la fiabilité) de
I’approximation produite et nous expliquerons ultérieurement pourquoi nous sélectionnons
ici la technique de Galerkin. On peut effectuer un peu d’algebre (toujours la méme !!)
avec les équations (2.14) :

<nrh> =0, i=1,...,n,

Par définition de 7",

<7 (V-(aVuh)) >+ <75 f> = 0, i=1,...,n,

En effectuant une intégration par parties,

— < (V7)) (aVuh) >+ < V- (raVuh) >+ <1,f > = 0, i=1,...,n,

En vertu du théoreme de la divergence,

— < (V1) (aVu") >+ < n- (;aVu") >+ <7f > = 0, i=1,...,n,

En vertu de la définition de U",

— < (V1) (aVu") >+ <min- (aVu") >y +<7nf> = 0, i=1,...,n,
—_——
~Jg

Par définition de u”,

Z<(V7’i)~(aV7’j)> Uj_<<<Tig>>N+<7—if>> = 0, i=1,...,n,
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ou la matrice A;; (souvent appelée matrice de raideur) et le vecteur B; (souvent appelé
vecteur des forces nodales) sont définis par,

Aij = < (VTZ) . (VTJ‘) >,
(2.15)
B, = <frn >+<19>N.

Ceci constitue bien la généralisation des définitions (2.10) pour des conditions de Neumann
inhomogenes.

On obtient finalement le systeme algébrique qui définit la formulation discrete :

Trouver U; € R" tels que

(2.16)

On a ainsi obtenu exactement la méme formulation discrete qu’en ayant effectué la
démarche variationnelle.

2.2 Exemple unidimensionnel

Tout d’abord, considérons le cas unidimensionnel de 1’équation de Poisson avec le proble-
me suivant :

Trouver u(x) tel que

d*u
u(0) = 0,
u(l) = 0,

Supposons qu’il n’y ait strictement aucun espoir® d’obtenir la solution analytique de
(2.17). Nous désirons calculer une représentation approchée qui sera voisine de la solution
exacte dans un sens qui sera défini plus loin. La formulation (2.17) est la formulation forte
de notre probleme.

5Ce qui est en fait completement stupide car la solution analytique est vraiment facile & obtenir !
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2.2.1 Formulation faible

Tout d’abord, les notations (2.2) deviennent maintenant

1
<fg> = /fgdx,
0

X (2.18)
Lfg>» = [fg}o-

Notons que comme nous n’avons introduit que des conditions essentielles homogenes, il
n’est pas nécessaire de distinguer 1’espace des solutions U et ’espace des variations ¢ dans
notre formulation faible. Notons aussi que nous n’avons pas encore vraiment défini nos
espaces : nous le ferons plus tard !

Introduisons la fonctionnelle correspondant a notre probleme

Jv) = %/3—;3—; dx—/fvdx,
) ) (2.19)
a(v,v) b(v)

Et finalement la formulation peut s’écrire soit sous la forme (2.3), soit sous la forme
d’un probléme de minimum (2.4).

Trouver u(z) € U tel que

< didu o — o Gf> Vael, (2.20)
N— N——
a(u, u) b(a)

Trouver u(z) € U tel que

Jw) = min, ¢y (5 alv,v) —b(v)), (2.21)

(N J/

J(v)

On observe ici clairement que la solution du probleme formulé sous la forme faible
(2.20) ou (2.21) ne sera solution du probleme fort que si sa dérivée seconde existe et
est continue. Le probleme faible est faible dans le sens qu’il peut avoir une solution qui
est inacceptable pour le probleme fort : c’est donc, en termes imagés, une formulation
laxiste...
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Interprétation physique : probléeme de la corde tendue

Afin de donner un sens physique aux formulations (2.17), (2.20) ou (2.21), considérons
un probleme physique qu’ils pourraient modéliser. En 'occurence, considérons une corde
de longueur L = 1 tendue par une traction d’intensité T = 1, et soumise a une charge
latérale répartie f(z). Nous désirons construire la fonctionnelle d’énergie potentielle J(u),
dépendant de la fleche latérale u(z). Nous examinons une théorie de petits déplacements
tels que

(%)2 < 1. (2.22)

L’hypothese des petits déplacements permet de remplacer le sinus de I’angle de la pente
de la corde en tout point par la dérivée de la déformée puisque le cosinus est proche de
zéro. Exprimer I’équilibre vertical des forces pour un intervalle quelconque |a, b| consiste
donc a écrire :

b
du du
— T(a) - T—
i fdx dx(a> dx(b) Va,b
b du1b
g = o1 [%} Va, b
. . du .
Si la fonction — est continue !
dx
b 2
FaT % dr = 0 Va,b
“ x
d?u

Lors du déplacement latéral de la corde, son allongement produit des tensions complé-
mentaires que nous supposerons petites par rapport a 1. Dans ces conditions, si [ est la
longueur finale apres 'application de la charge latérale, ’énergie potentielle est donnée
par

J(u):T(l—L)—/O fudz

ou nous distinguons I’énergie élastique accumulée par 'allongement de la corde sous la
traction T et le travail des forces appliquées obtenu par le produit de celles-ci par les
déplacements correspondants.

En tenant compte de I'hypothese des petits déplacements, il est possible de calculer
la longueur finale [ a partir du déplacement latéral u.
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L L L 2 L 2
= [fa= [ wrva = [Ce (Y < (H%(d_u))dx
0 0 0 dx 0 dx

on en déduit 'expression suivante de I’énergie potentielle

L 2 L
J(u):%/o T<§—Z) da:—/o f udr

Le probleme fort (2.17) correspond & une équation locale de conservation de la quan-
tité de mouvement, le probleme faible (2.20) correspond a 'application du principe des
travaux virtuels, tandis que le probleme de mimimum (2.21) correspond au principe de
minimisation de I’énergie potentielle du probleme (2.17). Il est important ici de se rap-
peller que les formes locales des principes de conservation ont été déduits a partir de
forme intégrale sur des volumes de controle ou des volumes matériels. En d’autres mots,
la formulation originale en termes physiques est la formulation faible et il est donc naturel
de s’attacher a la résolution de celle-ci lors de la construction d’une méthode numérique
telle que celle des éléments finis.

2.2.2 Formulation discrete

Comme Iespace U" ne doit contenir que des fonctions respectant les conditions frontieres,
les deux valeurs nodales aux extrémités sont toujours contraintes a la valeur nulle. La
dimension de cet espace est clairement N — 2, lorsque nous considérons notre exemple
(2.17).5 Nous imposons d’abord

U, = 0,

Us — 0 (2.23)

et ensuite il reste les N — 2 inconnues, solutions du systeme discret de N — 2 équations a
N — 2 inconnues :

ou la matrice A;; et le vecteur B; sont donnés par :

511 convient ici d’observer que la valeur N — 2 que nous obtenons ici correspond exactement 3 la
valeur n de la section précédente. Il y aussi un décalage dans la numérotation, puisque les inconnues sont
numérotées de Us a Un_1.
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) d
q dx dx
(2.25)
B, = /f(x)n(x) dz,
Q

2.2.3 Construction du systeme algébrique

Apres avoir expliqué les idées fondamentales de la méthode des éléments finis, détaillons
brievement les étapes principales qui doivent étre accomplies pour calculer les coefficients
du systeme algébrique. A nouveau, nous prendrons (2.17) et sa forme discrétisée (2.24)
comme exemple.

Connaissant les fonctions de forme globales 7; et la fonction f, nous devons calculer
les composantes A;; de la matrice de raideur et B; du vecteur de forces nodales, données
par (2.25). Nous avons vu plus haut qu'une fonction de forme 7; est associée au noeud 1,
et s’annule hors des éléments auxquels appartient le noeud ¢. Soient €2, et (2., les deux
éléments contenant le noeud. Au lieu de calculer A;; sur le domaine (2, il suffit d’effectuer
I'intégration sur ces deux seuls éléments et donc,

Ay = / Ti2(®) T () da +/ Ti2(x) Tp(2) dz,
Qe

Qe+1

(2.26)
B, = /Qef(x)n(x)dx—i— /Qe+1 f(@)Ti(x) dx.

Les seuls coefficients non nuls de A;; sont ceux qui sont associés a des noeuds j et i qui
apparaissent simultanément dans 1’élément €2, ou €).,;. Dans la plupart des problemes
d’éléments finis, la matrice d’éléments finis est donc creuse. C’est le choix de fonctions
de base avec un support limité a deux éléments qui est la cause de cette caractéristique
fondamentale pour la résolution du systeme algébrique.

A titre d’exemple, considérons une fonction de forme globale linéaire et le tableau de
correspondance entre noeuds globaux et locaux qui y est associé.
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Eléments Noeuds

e+ 1 7 1+ 1

Nous obtenons pour un 7 donné (qui n’est pas sur la frontiére), la composante B; et
trois uniques composantes non nulles de A;; en vertu de I'isomorphisme entre 1'élément
parent et un élément quelconque.

Ay = / 65.(2) 5. (¢) dr,

Ap = [ #5.(2) $5u(e) do+ / 4 (2) ¢4\ () da,
QE Qe+l
(2.27)
Aiipn = / Qﬁzl(x) gtul(x) dzx,
Qe«l»l

B = [ é5) fle) dut / 677 (2) f(x) d.
Qe Qe

Les équations (2.27) suggerent un moyen facile de calculer les composantes A;; et B;.
Au lieu de les calculer sur tout le domaine, nous pouvons considérer séparément chaque
élément. Calculons des matrices de raideur locales et des vecteurs de forces nodales locauz
définis par

Aze] = ¢7,e,z(x) ;,x<x) d.T,
- (2.28)
Bi= ) f(@)i(x) da.

De la relation (2.27), nous voyons que Af, est une partie de A;_1 ;_1, AS, est une partie
de A;, etc. En d’autres mots, lorsqu’on construit une matrice de raideur locale pour un
¢élément, on construit une partie de la matrice globale qui doit étre assemblée sur la base
de la table de correspondance entre noeuds. La matrice et le vecteur globaux peuvent
donc étre obtenus par ajouts successifs des matrices et des vecteurs locaux. Le procédé
d’assemblage d’un vecteur local au sein du vecteur global est illusté par le schéma suivant :
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0.5

1.0
B, = 1.0 Eléments | Noeuds
0.0 Bf = 35
1.0 7 e i

B 05

Nous obtenons ainsi pour un indice ¢ fixé la matrice et le vecteur globaux de notre
exemple,

Ai -1 = Agla

Ai = Ag + ALl
(2.29)
Ai A Aigla

Bi = B5+ Bt

En dehors des opérations logiques liées a l'assemblage de la matrice et du vecteur
globaux, le calcul se réduit a ’évaluation d’intégrales de produits de fonctions connues
sur les éléments.

__ Une procédure habituelle est de réduire le domaine d’intégration a I'élément parent
() et d’utiliser la transformation entre un élement quelconque et 1’élément parent. Nous
obtenons ainsi I’ensemble des matrices locales et des vecteurs locaux,
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A = &5 () ¢S, (x) dz,

1] Q, 1,2 7,
_ ' dg§ d& dx
= /1 (%6(5)@) <¢j,§(§)%> (d_g dﬁ)»
! d
~ [ cl@oi0F a
(2.30)
2 1
= m/_l%g(ﬁ)%s(é) dg,

B — / () S(a)

(XeJrl - Xe)

el EIGHCCIRS

Exemple numérique

Considérons le cas ou f(x) = z. On obtient immédiatement la solution analytique,

(1l — xz)'

u(z) = 5

(2.31)

Pour obtenir la solution du probleme par éléments finis, divisons le domaine 2 en NV;
éléments de longueur égale. Les sommets sont numérotés de 1 a Ny = N;+1. La longueur
h de chaque élément et la position X; de chaque sommet sont données par

1
h = AT

M (2.32)
X, = (i—1)h.

Pour la simplicité, adoptons 1’élément linéaire continu. Les noeuds sont les sommets
du maillage et le nombre de valeurs nodales est N = N,. Les fonctions de forme sur
I’élément parent ainsi que leurs dérivées sont :

¢(§) = (1-¢)/2, Pre(§) = —1/2,
(8 = (1+8)/2, ¢2§(5) — 12, (2.33)
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En vertu de (2.30) nous obtenons pour 1’élément €2, la matrice locale,

e 1] 1 1
Aiﬂ'_ﬁ[—1 1}’

Afin de calculer aisément les vecteurs locaux, nous écrivons la fonction source f(z(§)) =
x(&) sur I'élément €2, sous la forme :

(X6+1 - XE) (X6+1 + XE)
2 + 2 ’

1-¢ 1+¢
2 2
= Xe1(§) + Xer102(8).

Ce qui permet d’écrire pour I'’ensemble des éléments

z() = ¢

= Xe + Xe+1

1 1
p| Xe [ 01(E)d1(€) dE + Xewa [ d1(€)da(E) dE
B¢ — —1 —1

(2 )

5 1 1
X, / (0 ds+ Xen [ al)0n(6)

ou finalement en termes de coordonnées des sommets

B |

2Xe + Xeq1 ]
! 6

Xe + 2Xe+1

Examinons d’abord le cas N = 3 ou h = 0.5. Les matrices et vecteurs locaux des deux
éléments sont donnés par

171 -1 h[1/2]
1+ 1_ 2
Aij_h_—l 1_, B; 5 1_,

17 1 —1] h[ 2
2 _ — 2 _
A,Lj—h__l 1_7 B’L 6_5/2-.

Le systeme global avant I'imposition des conditions essentielles est ensuite assemblé

T Uy |12
-1 1 Us 5/2

La valeur de v étant fixée au noeud | et au noeud 3, seule la seconde équation est
conservée. On obtient ainsi la valeur Uy = h?/4 = 1/16, qui est égale & la valeur analytique
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au milieu de la corde. Ce résultat est inattendu, car les fonctions de forme sont une base
des polynomes de degré 1 alors que la solution est de degré 3. En fait, pour les problemes
unidimensionnels, on peut prouver que les valeurs nodales exactes sont obtenues lorsque
les fonctions de forme satisfont I'équation différentielle homogene, ce qui est bien le cas
ici. Toutefois, I'interpolation entre les valeurs nodales est linéaire et s’écarte sensiblement
de la solution analytique.

Si le nombre de noeuds passe a 5, on obtient h = 0.25 et le systeme non contraint est :

1 -1 U 1/4
2 v, | | 6/4

- 12 1 Us | =2 | 12/4 |. (2.35)
h 12 || 18/4
11 || o 11/4

Apres I'imposition des conditions aux frontieres essentielles, on obtient le systeme

1 2 -1 Us I 6/4
-1 -1 2 -1 Us | == | 12/4 |,
h -1 2 | Us 18/4
dont la solution nous donne )

Uy 0

Us 5/128

Us | = | 8/128

U, 7/128

Us 0

Les solutions analytique et approchée sont dessinées sur la figure 2.2. De maniere sur-
prenante, la solution numérique et la solution analytique coincident aux noeuds : cette
propriété qui n’existe que pour les problemes unidimensionnels est une sorte de miracle
numérique qui ne se reproduira plus dans les problemes bidimensionnels.

Exemple numérique : condition naturelle

Supposons que nous souhaitions imposer une condition naturelle sur la dérivée premiere
u.(1) = G, au lieu d’imposer la valeur de I'inconnue a 'extrémité droite du domaine. Ce
nouveau probleme a comme solution analytique

z(3 — :L‘Q)‘

u(w) = 22

(2.36)

Il ne faut désormais fixer qu'une seule valeur nodale sur base de 'unique condition
essentielle u(0) =0
Uy =0, (2.37)
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Figure 2.2: Superposition de la solution analytique du probleme
Uze + ¢ = 0avec u(0) = u(l) = 0 et des solutions discrétes avec
2 et 4 éléments finis linéaires continus respectivement. Les valeurs
nodales des solutions discrétes sont exactes dans ce cas particulier.

)
0

et obtenons le systeme algébrique de N — 1 inconnues qui est presque identique a (2.24)
L’'unique différence est la présence d'une équation supplémentaire pour l'inconnue Uly.
Cette derniere équation est un tout petit peu différente des autres...
d*uh
/Tthda::/TN - dx +/7Nfd:c,
Q Q dx Q
dry du® dut 1’
= — | — — dx + ™ fdx + |Tv —
q dr dx /Q v/ {N dx
N
dry dT; du”
= —Z —N I iy Ui + /TNfdx + TN|e=1 — :
, q dr dz Q dz |,_,
Jj=2 =
N
- - Z ANj Uj + BN
j=2

+ G.

On constate que la dérivée premiere en x = 1 apparait “naturellement” dans I’équation

supplémentaire. Pour imposer la condition naturelle, il a suffit d’y substituer la valeur
requise. Pour simplifier encore, supposons maintenant que G = 0.
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et conservons comme inconnues Us et Us. Le systeme devient

12 -1 Uy | _h|6/2

hl -1 1 Us | 6| 5/2]
dont la solution se compose de Uy, = 11/48 et Uz = 1/3 qui sont précisément les valeurs
analytiques. La solution par éléments finis est représentée a la figure 2.3. Bien que

la solution numérique aux noeuds soit identique a la solution analytique, la condition
naturelle est loin d’étre satisfaite. Lorsque le domaine est divisé en 4 éléments on obtient

2 -1 U, 6/4
1] -1 2 -1 Us | h| 12/4
h -1 2 -1 Us | 6| 18/4 |’
-1 1 | [ Us 11/4
dont la solution est -~
Uy 0
U, 47/384
Us | = | 11/48
U, 39/128
Us - 1/3

Nous retrouvons a nouveau la solution analytique. On voit également que la condition
naturelle est mieux satisfaite.
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Figure 2.3: Superposition de la solution analytique du probleme
Ugze + ¢ = 0avec u(0) = u (1) = 0 et des solutions discretes avec
2 et 4 éléments finis linéaires continus respectivement. Les valeurs
nodales des solutions discrétes sont aussi exactes dans ce cas partic-
ulier.
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2.3 Eléments finis bidimensionnels

Pour la résolution numérique du systeme discret (2.16) obtenu par une méthode d’éléments
finis, il est nécessaire d’évaluer les coefficients de la matrice de raideur locale et du vecteur
local des forces nodales. Dans cette section, nous montrons comment ces intégrations sont
effectuées en pratique. Pour des éléments quelconques, il ne sera pas toujours possible de
calculer ces intégrales de maniere analytique et il faudra parfois recourir a une intégration
numérique.

2.3.1 Construction du systeme algébrique

I1 s’agit donc de calculer les coefficients de la matrice de raideur locale associée a I’équation
de Poisson sur un élément quelconque §2..

Ay = /Q Vg Ve dQ (2.38)

Nous allons omettre les suffixes e dans les fonctions de forme pour éviter d’alourdir les
notations. Il y a a priori deux aspects génants dans le calcul des coefficients de ce type
de matrice :

e [l faut effectuer I'intégration de surface sur un élément aux frontieres quelconques
(éventuellement courbes).

e On ne dispose pas d'une expression du gradient des fonctions de forme par rapport
aux coordonnées.

Pour effectuer avec plus de facilité I'intégration et contourner la premiere difficulté, il
suffit d’observer qu’il vaut mieux effectuer cette intégration sur I’élément parent €2, plutot
que sur I’élément quelconque €2.. Il faudra toutefois tenir compte de ce que I'on appelle le
jacobien de la transformation. Considérons donc la définition de la transformation entre
I’élément parent () et I’élément quelconque (2.

x(§) = Zquﬁ?(ﬁ),




ol le gradient de la transformation est défini par :

ox ox

EO=15 %

(2.39)
0

Il est important ici de bien observer la maniere dont le gradient d’un vecteur est défini
dans les équations précédentes’. Le déterminant .J, du gradient de la transformation de
I’élément parent vers un élément (). est appelé le jacobien de la transformation :

3_x ox

X (5777) _(5777)
J.(€) = det (§—€<s>) — et | 9

Jdy

(2.40)

Il est important de noter qu’en toute généralité, la transformation n’est pas affine et que

le jacobien n’est pas constant.

Rapport des aires élémentaires

Pour pouvoir remplacer une intégration sur I’élément €2, par une intégration sur I’élément
parent, il faut connaitre le rapport entre des aires élémentaires.

"C’est ici que vous découvrez tout le probleme de notation que pose le gradient d’un vecteur... Ceci
est une petite note spécialement écrite pour Fabrice Loix que ce probléme intéresse tout particulierement.
Ecrivons la relation

ov L ov;
dv = ——.dx, ouen notation indicée... dv; = —

ox aij

dl‘j.

Le premier indice est alors associé naturellement a la composante du vecteur que I'on dérive.
Mais, on peut aussi se représenter le gradient d’un vecteur comme le produit tensoriel de V avec v

ov v
87x = Vv = 63:/

on est alors tenté d’établir la convention inverse. Ce qui est parfaitement légitime a partir du moment
ol celui qui écrit et celui qui lit I’équation sont d’accord entre eux...

La situation se corse pour exemple suivant : que signifient les termes v - (Vv) ou (Vv)-v ?
Des scientifiques utilisent ces deux notations pour désigner exactement le terme d’inertie des équations
de Navier-Stokes. En fonction de la convention choisie, on optera pour I'une ou ’autre option pour écrire
le terme adéquat.
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ox
) = norme((a§d§> (8_ndn>>’

\ Par définition du produit vectoriel,

d) = det (g_x) d&dn,
%,i/ ~
Je ds2

Calcul du gradient des fonctions de forme

Le procédé de calcul du gradient des fonctions de forme sur un élément quelconque
s’obtient en observant que :

0¢; 0¢; 0&
ox € 0x

0 [ox\
- as'(a_£>

-1
09 Zn 007

=1

On peut en déduire immédiatement une procédure de calcul, il suffit d’utiliser successive-
ment les relations suivantes

e Calcul du gradient de la transformation :

ox LO0P7

9 ZXZ o€
ox ox a¢x 99} £, |
e S Z e (€ Z ) &
o O ) 9 007
85(5,77) an(ﬂn) _;Y ; (5, )_
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e Calcul du jacobien de la transformation

0x
Je = det (8—£>,

Oz dy Ox dy
Je(f?ﬂ) - a_§<£777) a_n(gan) - a_n(€777> 8_€(€7n)
e Calcul de I'inverse du gradient de la transformation
ot [ox\
(%)
%3 %3 dy ox
50 &) a—y(é,n) , 3—77(5,77) —a—n(ﬁ,n)
877 877 B Je (57 77) 8y or
e Calcul du gradient des fonctions de forme
0b _ 0p 0€
ox  0¢ Ox
i T 09 g %3 o€
2, | s om, o

On observe en particulier qu’il n’a pas été nécessaire de construire la transformation
inverse £(x). Si la transformation entre (x,y) et (£,n) est supposée bijective, il n’existe
pas en général d’expression analytique de (&(x,y),n(z,y)). Au passage, on observe qu'il
est indispensable que le jacobien ne s’annule en aucun point pour que la transformation

soit bijective. Il est facile de montrer que c’est le cas pour des triangles et des quadrilateres
convexes.

Finalement, le calcul des coefficients de la matrice (2.38) se réduit a intégrer une
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fonction un peu plus compliquée sur le triangle parent.

Ay = /Qv(pg’ -V dS

' j j ; ~ 241
= [ (e en+ PienSien) aen @

ox ox oy oy

(. J

F(€.n)

Pour ce type d’intégration, il faut recourir aux techniques de l'intégration numérique de
Gauss-Legendre et de Hammer sur le carré ou le triangle parent respectivement. Nous
rappelons brievement ces techniques ci-apres.

2.3.2 'Triangles de Turner pour I’équation de Poisson

Considérons un maillage d’éléments triangulaires linéaires continus (aussi appelés éléments
de Turner). Nous souhaitons résoudre I’équation de Poisson sur celui-ci. Soit u la fonction
que nous désirons approcher par la solution discrete u” de la méthode d’éléments finis.
Nous cherchons ici les valeurs nodales U; aux sommets des éléments triangulaires, et
nous admettons que l'interpolation linéaire entre ces valeurs nodales constitue le type
d’approximation que nous désirons utiliser. La force est décrite par une approximation
constante F; sur une partie des éléments, et est supposée nulle sur les autres éléments.

Les conditions frontieres sont décrites comme suit. Sur une partie des noeuds, les
valeurs T; sont données et sur une partie des segments, le flux est imposé a une valeur
constante ;. Sur les segments frontieres ou on ne prescrit ni une condition essentielle,
ni une condition naturelle non-homogene (non nulle), une condition naturelle homogene
(nulle) sera appliquée par défaut. Typiquement, les données de ce probleme peuvent étre
écrites sous la forme suivante

e Description des triangles : tableau d’appartenance des sommets aux éléments. Les
sommets sont donnés suivant un parcours anti-horlogique de la frontiere de I’élément.

e Description des sommets : coordonnées des sommets.

e Description de f” : liste des éléments o1 F}; est non nul.

e Description de ¢" : liste des segments ou le flux approximé par la constante G;
est non nul. Les segments sont identifiés par le couple de leurs deux sommets, dont
I’ordre est a nouveau fixé par un parcours anti-horlogique de la frontiere du domaine.

e Description de ¢, : liste des sommets ot la valeur nodale U; est contrainte a la valeur

de T;.

La construction des matrices locales et des vecteurs de forces généralisées se fait en
appliquant la procédure que nous venons de décrire...
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e Calcul des fonctions de forme sur I’élément parent

0 0
olem = ~€-nrl Trew = L e
0 0
balen) = € Seen = 1 00,
_ I3 _ 093
¢3(5,77) = n 5(57 ) - Oa 87] (57”)
e Calcul du gradient de la transformation
ox 0p7F
% ZX@ T
or Ox
9s on Xy — X7 X5 —-X7
oy oy | | ve-ve vi-v

o€ o

e Calcul du jacobien de la transformation

0x
J. = det ((%)

Joo = (X3 = XD)(Yy —Yy) = (V5 = Y) (X5 — X7).

e Calcul de I'inverse du gradient de la transformation

ot [ox\
- (%)

98 08
or Oy 1 (Y5 —YF) —(X5—X7)
o on Tl -0 - (X5 - Xp)
or Oy
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e Calcul du gradient des fonctions de forme

0o 0o O€
ox  0¢& Ox
or Oy
% % _ _1 _(1) i (Y:ze_yle) _(Xg_Xle)
v L] oy X
O3 0os
| Oz Oy |

Il est des lors facile d’obtenir les coefficients de la matrice locale :

e _ 09; 0¢;  09; O,
A5 = o, 0r Ox + oy Oy atd,

Ly

S

C: D

i

3
B = Ff / g2 + 36 [ ¢ y)r,
Qe )

ou F? est 'approximation locale par une constante de la fonction f, tandis qu’on approx-
ime par une constante G/ le flux imposé au travers d’un des trois cotés 'y de I'élément
considéré. Ces intégrales n’interviendront que pour des éléments dont un ou plusieurs
cotés est inclus dans la partie I'y de la frontiere. On observe que les forces généralisées
contiennent une contribution C; de la source répartie f par unité d’aire et une contribution
D; du flux g le long de la frontiere.

Comme les gradients des fonctions ¢¢ sont constants sur 1’élément et que J, vaut le
double de la surface de I’élément, on obtient immédiatement

sy - (el 2008,

o ox Oy Oy ) 2’

ol les gradients des fonctions de forme sont donnés par

e = Y=Y/, 01, = (X5-X5)/J,
be = (Y5 =Y)/ e, 05, = (X —X5)/J, (2.42)

. = (Y =Y9)/Je, ¢5, = (X5—-X7)/Je.
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Comme les fonctions ¢f forment des tétraedres de hauteur unitaire et dont la base est
I’élément, on obtient tout aussi facilement

Calculons ensuite la contribution du terme de flux. Considérons un segment I'y au
travers duquel un flux constant G/ est imposé entre les noeuds de coordonnées (Xzf , Yif )
avec 1 = 1,2. La contribution au vecteur des forces est donnée par

D! = Gf | ¢l(x,y)dl, i=1,2.

)
Ly

ot la constante G7 est une approximation locale du flux g sur le segment I'y. On obtient
toujours aisément

Dl = 6§ - xdy+ (v )

(. J
~~

Jy

ou le jacobien constant J; peut étre associé au segment I';. Il s’agit bien du rapport entre
sa longueur et celle du segment parent |0, 1[.

Il suffit ensuite de procéder a I'assemblage, a I'imposition des conditions essentielles
et a la résolution du systeme. Ces étapes du calcul vont maintenant étre illustrées par un
exemple encore plus simple.

Exemple numérique vraiment élémentaire

Etudions la résolution du probleme de I’équation de Poisson soumise a des conditions
frontieres de Dirichlet homogenes

Viu(r,y)—1 = 0, 0<z<2 0<y<2,
u(0,9) = u(2y) = 0, 0<y<2, (2.43)
u(z,0) =u(x,2) = 0, 0<z<2.

La solution analytique du probleme est donnée par

64 . /mmx\ . [nmy
u(x,y) = — Z T sin < 5 ) sin <T> . (2.44)
m,n impairs

Ce probleme possede d’importantes propriétés de symétrie. En fait, comme le montre
la figure 2.4, il suffit de considérer un huitieme du domaine d’intégration, avec cette fois,
des conditions aux frontieres naturelles le long de deux axes de symétrie.
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Figure 2.4: Domaine d'intégration et domaine de calcul réduit par
symétrie. Deux maillages d'éléments finis sont construits sur le do-
maine réduit.

Considérons d’abord le cas simple du premier maillage ot un seul élément est utilisé.
Les données du problemes sont réduites a

Sommet | X; Y Sommet | T;
Triangle | Sommets !
1 0.0 0.0
1 1 2 3 2 1.0 0.0 é 88
3 1.0 1.0 ’
On observe que J = 1 et on obtient
/2 —-1/2 0 —1/6
0o —1/2 1/2 —1/6

Les conditions essentielles nous imposent ici Uy = Uy = 0. En vertu de (2.56), la seule
équation non triviale est

1 1
U= ——.
93 6

On trouve ainsi, avec un seul élément, U3 = —1/3. La valeur analytique (2.44) a
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I'intersection des diagonales est —0.2946, soit une erreur relative de 13%.

Considérons ensuite le second maillage plus dense ou les noeuds sont numérotés de 1 a
6. La composition des éléments, les coordonnées des noeuds et les conditions essentielles
sont données par

Sommet | X; Y;
Triangle | Sommets

1 |00 oo |Sommet] T

1 1 2 4 2 0.5 0.0
2 2 5 4 3 1.0 0.0 ! 88
3 2 3 5 4 0.5 0.5 5 0.0
4 4 5 6 5 1.0 0.5 ’

6 1.0 1.0

On calcule facilement pour chaque élément ¢f . et ¢7,. Tous les jacobiens J, valent ici
1/4. Les matrices de raideur locales et les vecteurs de forces nodales locaux sont donnés
par

/2 -1/2 0 —1/24

Ap=1|-1/2 1 =-1/2|, Bj=|-1/24 |,
0 -1/2 1/2 —1/24
/2 0 —1/2 —1/24

A= 0 1/2 —1/2|, Bl=|-1/24 |,
-1/2 —-1/2 1 —1/24
/2 —1/2 0 —1/24

3

A= -1/2 1 —=1/2|, B)=|-1/24 |,
0 -1/2 1/2 —1/24
/2 -1/2 0 —1/24

4

Ay=1-12 1 -1/2|, Bi=| -1/
0 -1/2 1/2 —1/24

Il faut ensuite procéder a l’assemblage dans la matrice globale de dimension 6 x 6.
Pour chaque matrice Af;, on se réfere au tableau d’appartenance pour retrouver le terme
correspondant de la matrice globale. On obtient finalement le systeme algébrique global
non contraint
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12 —1/2 17Tl [ -1/247
~1/2 2 —1/2 -1 Us ~1/8
~1/2 1 —1/2 Us | | —1/24
~1 2 -1 U, | | =18
-1/2 -1 2 -1/2 | | Us ~1/8

I 12 12 || Us | | —1/24 |

En tenant compte des conditions aux frontieres essentielles U; = Uy = Uz = 0, il reste
alors le systeme d’équations

2 -1 Uy —1/8

-1 2 -=1/2 Us | =] —1/8

—-1/2 1/2 Us —1/24
On obtient ainsi Us = —0.3125, soit une erreur de 6% par rapport a la solution
analytique. Lorsque le domaine est divisé en 16 éléments, on obtient Us = —0.3013

(erreur de 2.3%), et s'il est divisé en 64 éléments, on a Us = —0.2969 (erreur de 0.8%).

Dans cet exemple, nous avons une approximation du premier ordre pour des triangles
a 3 noeuds, et du second ordre pour les triangles a 6 noeuds. En ce qui concerne la norme
L? de D'erreur, nous devons nous attendre a un facteur h? pour les éléments linéaires et
h3 pour les éléments quadratiques. Le tableau ci-dessous montre que ’erreur évolue bien
dans ce sens.

Eléments | Triangles linéaires | Triangles quadratiques
Ny h | N uM0) e(0) | N u"0) e(0)

1 1 3 -03333 131%| 6 -0.3000 1.83%
4 1/2 |6 -03125 6.1 % |15 -0.2950 0.14 %
16 1/4 |15 -0.3013 23 % |45 -0.2947 0.03 %
64 1/8 |45 -0.2969 0.8 %

On voit que, pour un nombre d’éléments fixé, I'erreur par rapport a la solution ana-
lytique est plus grande pour les triangles a 3 noeuds, en vertu du plus grand nombre de
noeuds disponibles pour les triangles quadratiques. En fait, méme pour un nombre de
noeuds égal, on constate que I'erreur est plus basse pour le triangle a 6 noeuds que pour
le triangle a 3 noeuds. La figure 2.5, présente le graphe du logarithme de I'erreur locale
en fonction du logarithme de h pour les éléments linéaires. On voit que la pente tend vers
la valeur théorique —2 lorsque h diminue.
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log Error
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quadratique

0.001

Figure 2.5: Taux de convergence des éléments triangulaires a 3

noeuds.

2.3.3 Résolution du systeme linéaire par élimination de Gauss

Dans une premiere étape, nous allons résoudre le systeme linéaire obtenu en faisant appel
a une technique d’élimination gaussienne pour une matrice pleine. Ce n’est toutefois pas
la meilleure stratégie car la matrice obtenue est creuse et il est donc plus indiqué d’utiliser
un solveur spécialisé pour des matrices creuses.

Nous verrons aussi que des méthodes itératives sont souvent une alternative nette-
ment plus avantageuse qu’'une technique d’élimination gaussienne, méme si celle-ci a aussi

certains avantages.

Systémes triangulaires

Si la matrice A est triangulaire supérieure, le systeme Au = f a la forme suivante

a1
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Si a;; # 0, pour j = 1,2,...,n, la solution du systeme (2.45) est donnée par le calcul
successif de x,,, x,_1, ..., 1 au moyen de la relation

v o= (b= ) amax) [ ay (2.46)

=j+1

Cette procédure porte le nom de substitution arriere (backward substitution). De la
méme fagon, si A est une matrice triangulaire inférieure, on peut calculer successive-
ment Iy, T, ..., T,. Cette procédure est une substitution directe (forward substitution). Si
un élément diagonal est nul, la procédure décrite ne peut pas convenir puisqu’elle implique
alors une division par 0. Dans ce cas, le systeme ne présente pas de solution unique : il
est impossible ou indéterminé.

Triangularisation

Deux systemes linéaires sont dits équivalents si ces deux systemes ont les mémes solutions.
On peut montrer que les opérations suivantes permettent de transformer un systeme en
un autre systeme équivalent :

e la permutation de deux équations dans un systeme
e la multiplication d’une équation par un nombre non nul

e le remplacement d’une équation par la somme de cette équation et d’'un multiple
d’une autre équation

La résolution d’un systeme linéaire par élimination de Gauss est une méthode qui consiste
a utiliser ces opérations élémentaires pour obtenir un systeme linéaire équivalent plus facile
a résoudre, par exemple un systeme triangulaire. On parle dans ce cas de triangularisation
du systeme.

Rappelons brievement comment fonctionne 1’élimination gaussienne pour le systeme
suivant

aj; a2 ... Qip a1 by
21 Q29 ... Qon To - b2 (2 47>
Anl Qp2 .. Qpn T, by,

L’obtention d’un systeme triangulaire se fait en effectuant successivement des combi-
naisons linéaires des équations du systeme original afin d’obtenir un systeme triangulaire
équivalent noté :
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() (n)

(n)

Ay Qi Tt
KR I I
al) | L on b (2.48)
NS ~~ > HH
Ay RS
L’obtention de A*+D et b*+1) j partir de A® et b*) est réalisé comme suit :
(k+1) (k) a(:) (k) :
a;; = i~ Gy W t=k+1,...,n,5=Fk,....,n
Qg
(2.49)
(k+1) (k) ag) (k)
b ) — ik i—k+1,....m,
A,

L’élimination gaussienne démarre avec AV = A et b(!) = b et fonctionne seulement si

(k)
A

suivante

- (K
agl)

k
agz)

Qg9

)
A

(k)
Ak

o
(k)
Aop,

O

(k)

aTLTL

ne s’annule jamais pendant la procédure. Graphiquement, une matrice A*) a lallure

L’étape k + 1 de Iélimination gaussienne sert & annuler les coefficients de la k¢
Le systeme triangulaire supérieur ainsi obtenu peut
alors étre tres facilement résolu par la technique de backward substitution.

colonne situés sous la diagonale.

Implémenter 1’élimination gaussienne n’est pas une chose tres compliquée. La solution
et le membre de droite peuvent éetre stockés dans le méme vecteur et les lignes de code

peuvent étre écrites comme suit :

double

{ int i, j, k;

55

*smatrixSolve(double **A, double *B, int size)



/* Gauss elimination */
for (k=0; k < size; k++) {
if ( A[k][k] == 0 ) Error("zero pivot");
for (1 = k+1 ; i < size; i++) {
factor = A[i][k] / A[k][k];
for (j = k+1 ; j < size; j++)
Ali][j] = A[i]1[j] - A[k][j] * factor;
B[i] = B[i] - B[k] * factor; }}

/* Back-substitution */
for (1 = (size)-1; 1 >=0 ; i—-) {
factor = O;
for (j = i+1 ; j < size; j++)
factor += A[i][j] * B[j];
B[i] = ( B[i] - factor)/A[i][il; }
return(B) ;

Une telle implémentation est dite en place puisqu’on utilise les structures de données
du systeme fourni pour calculer la solution. C’est économique d’un point de vue mémoire,
mais il faut garder a ’esprit que les données sont perdues apres I'exécution de la procédure.

Et la question du pivotement...

Dans la procédure décrite ci-dessus, on a travaillé de facon systématique, en gardant z;
dans la premiere équation, xy dans la deuxieme, ... On a donc pris les pivots dans l'ordre
systématique a1, ass, ... Cet ordre n’est pas nécessairement le meilleur.

Par exemple, il pourrait arriver qu’'un pivot soit nul. Dans ce cas, la procédure n’est
plus utilisable puisque le multiplicateur m contient 1’élément pivotal au dénominateur.
On peut alors essayer de permuter les équations de fagcon a obtenir un nouveau pivot
non nul pour continuer la procédure. Sil’on n’y parvient pas, c¢’est que la matrice A est
singuliere et le systeme ne présente pas une solution unique.

Cette méthode n’est évidemment applicable que si le terme Ay; de la premiere équation
est non nul. Il doit en étre de méme pour toutes les équations suivantes lors de I’élimination
successive. On sait toutefois par un théoreme d’algebre que tous les éléments diagonaux
d’une matrice définie positive sont et restent positifs durant I’élimination. La méthode
de résolution proposée est des lors valable lorsque la méthode des éléments finis est basée
sur un principe de minimisation d’'une forme définie positive. Le théoreme est d’ailleurs
utilisé en cours d’exécution du programme. Si un élément diagonal s’avere étre négatif ou
nul, on peut y trouver deux raisons : le programme contient une erreur, ou les conditions
essentielles insérées dans le programme sont insuffisantes. Ce dernier cas se produit par
exemple si seules des conditions naturelles sont imposées pour résoudre l’équation de
Poisson. Une fonction linéaire en x et y est une solution de 1’équation homogene et les
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conditions aux frontiéres doivent lever 'indétermination.

Si 'on travaille avec un nombre limité de décimales, 1'utilisation d’un pivot trop pe-
tit peut faire apparaitre des erreurs d’arrondi qui peuvent aller jusqu’a compromettre
completement le résultat obtenu. Pour réduire l'effet de ces erreurs d’arrondi, une regle
de bonne pratique consiste a utiliser & chaque étape le plus grand pivot possible (en valeur
absolue). Cette stratégie s’appelle le pivotement partiel. Comme A est une matrice définie
positive, on peut démontrer qu’il n’est alors ni nécessaire, ni utile d’effectuer un pivote-
ment partiel pour éviter des instabilités numériques. En d’autres mots, il sera toujours
possible d’effectuer I’élimination gaussienne dans n’importe quel ordre !

2.3.4 Traitement de conditions essentielles inhomogenes

La solution approchée de notre probleme elliptique modele (2.1) peut étre construite sur
base de fonctions de forme globales de la maniere suivante :

u(x) ~ uf(x) = Z Uiri(x). (2.50)

La liste des indices des N noeuds définit 'ensemble Z = {00, €, ..., N'} au sein duquel
nous distinguons deux sous-ensembles :

e 7p : la liste des indices des Np noeuds dont les valeurs nodales sont prescrites par
les conditions essentielles. Ils forment ’équivalent discret de I'p. Les indices des
noeuds n’appartenant pas a la liste Zp forment la liste complémentaire Zp.

e 7, : la liste des indices des Ny noeuds dont les valeurs nodales sont sujets a une
condition naturelle. Ils sont évidemment associés a ['y. On définit également la
liste complémentaire Zy,.

Le respect des conditions de Dirichlet du probleme (2.1) s’obtient en exigeant

ou T; est par exemple la valeur t(X;). Cela assure un strict respect des conditions essen-
tielles aux noeuds de 'ensemble Zp. Par contre, observons que la valeur imposée entre
les noeuds n’est en général qu’approximativement égale a la fonction ¢. En d’autres mots,
nous avons remplacé la fonction ¢t par I'approximation t"

tx) ~t"(x) = > Timi(x), (2.52)

ou le fait de sélectionner T; = t(X;) n’est pas ['unique possibilité qui nous soit offerte, ni

57



la meilleure du point de vue de la précision. Toutefois, c’est en pratique la solution la
plus souvent utilisée. De maniere similaire, si nous ne disposons que de valeurs nodales
pour les fonctions f et g, nous utilisons en fait des approximations f* et ¢g", qui seront
aussi la cause d’erreurs additionnelles dans la résolution numérique.

Pour déterminer les valeurs nodales restantes, nous souhaitons toujours minimiser la
fonctionnelle J(v). Le nombre de degrés de liberté disponibles est maintenant N — Np,
et on peut alors obtenir les N — Np équations algébriques permettant de déterminer ces
degrés de liberté en recherchant les conditions de stationnarité de la fonctionnelle J pour

v=u"(x):

Jwh) = 1< UVn)-a) U;Vr) > - <fO_Um)>
€L JET €L
- <<g (Z UlTZ) >>7
1€LN
Jwh = 13N < (Vn)-a(Vr) > UU; = Y <fn> U
i€L jET 1€L

- Z<<g7’l>> Ui,

i€
> ZVAZ-J- UiU; > B,U,
i€T jeT €T
ou la matrice A;; et le vecteur B; sont définis par
A = <(Vn)-a(Vr)> i,j€T,
B, = <frn>+<Kg,1> 1€y, (2.53)

B, = < f,1> i € Iy

Ne tenons pas compte pour l'instant des conditions essentielles, et supposons que
toutes les NV valeurs nodales soient inconnues. Le minimum de la fonctionnelle est alors
obtenu lorsque

=> A;Uj—-B;, i€l (2.54)

JET

Ce qui correspond exactement a l’expression (2.11).
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Envisageons, maintenant, le cas de conditions aux frontieres essentielles. La liste des
noeuds ou la valeur de I'inconnue est imposée est donnée par ’ensemble Zp, tandis que
la liste des N — Np valeurs nodales restantes est Zp. La solution discréete se décompose
en une partie inconnue et une partie contrainte par les conditions essentielles.

ux) ' (x) = Y Uri(x) + > Tirmi(x). (2.55)

i€Tp i€lp

L’expression de la fonctionnelle devient des lors :

i€Zp j€Ip i€lp

+ E E Aij UiTj

i€lp J€Ip

1

+§E E Aisz‘Tj_E B; Ti,
i€Zlp jEIp i€Ip

et les conditions de stationnarité deviennent :

0. (u)
av,

0= =Y Ay Uj=Bi+ Y AuTy, icIp. (2.56)

Jj€Ip k€Ip

L’imposition d’une condition essentielle transforme le systeme algebrique (2.54) en un
systeme réduit (2.56). Alors que 'obtention du systéme réduit peut sembler laborieuse, il
existe un moyen tres simple d’imposer en pratique des conditions aux frontieres essentielles
sans modifier le nombre de variables ni la position des lignes et des colonnes dans la matrice
de raideur. Considérons en effet la matrice de raideur et les forces nodales connues, la ou
les conditions essentielles ne sont pas imposées, et supposons que la k-ieme valeur nodale
soit imposée a Ti. On procédera comme suit:

e On calcule la matrice de raideur complete A;; et les forces nodales B;.

e On multiplie la k-iéme colonne de la matrice de raideur par la valeur T}, et on la
soustrait au vecteur des forces nodales.

e La k-ieme ligne et la k-ieme colonne de la matrice sont remplacées par une ligne et
une colonne de zéros.

e Le terme Ay, est remplacé par 1.
e La composante By est remplacée par T.
Cette procédure a 'avantage d’étre simple a implémenter dans un programme de calcul.

Elle conserve le caractéere symétrique et défini positif de la matrice de raideur sans modi-
fier ses dimensions. On la réalise simplement par les lignes de code suivantes

59



void matrixConstrain(double **A, double *B,
int size, int myNode, double myValue)

/* A, b, size linear system,
myNode myValue index of the node to be constrained
to the value  */
{ int i

for (i=0; i < size; i++) {
B[i] -= myValue * A[i] [myNode];
A[i] [myNode] = 0.0; }

for (i=0; i < size; i++)
A[myNode] [i] = 0.0;

A[myNode] [myNode] = 1.0;

B[myNode] = myValue;

Elle peut étre appliquée directement sur les matrices locales, avant la procédure d’assemblage
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Chapitre 3

Quelques problemes elliptiques

Dans ce chapitre, nous présentons l'application de la méthode des éléments finis a des
probléemes de mécanique des milieux continus de type elliptique.

Nous considérerons successivement 1'élasticité linéaire, la théorie de la corde et de
la membrane tendue, la théorie de la poutre en flexion et des plaques et coques, ainsi
que le probleme de Stokes. On montre que ces problemes admettent une formulation
variationnelle et ne sont qu’une simple généralisation de notre probleme elliptique modele
qui était I’équation de Poisson.

3.1 Formulation abstraite d’un probleme elliptique

Tout d’abord, nous allons généraliser la formulation faible (2.3) au cas d’une inconnue
vectorielle : typiquement nous pensons au vecteur déplacement u = (u,v) d’une probleme
d’élasticité bidimensionnel.

3.1.1 Formulation faible

La formulation faible se généralise comme suit :

Trouver u(x) € U tel que
R (3.1)
a(d,u) = b(u), WVuedld,

ol les espaces U et U contiennent maintenant des champs vectoriels solutions ou variations
du probleme considéré. La forme a(,) est une forme bilinéaire, symétrique et définie
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positive et la forme b() est une forme linéaire bornée !

Rappellons que l'intérét majeur de cette formulation faible est qu’elle est parfaitement
équivalente a probleme de minimisation défini comme suit :

Trouver u(x) € U tel que

J(u) = ming ¢ Z/{\(% a(v,v) — b(v))j (32)
J(v)

3.1.2 Formulation discrete

La méthode des éléments finis consiste alors a écrire une approximation de u sous la forme
suivante

h(x) = ZUjTj(x) (3.3)

ou U; sont de wvaleurs vectorielles nodales inconnues, tandis que 7; sont des fonctions de
forme scalaire spécifiées a priori et appartenant a l’espace U. Les fonctions de forme sont
choisies afin qu’aucune d’entre elles ne puisse étre obtenue par combinaison linéaire des
autres.

On définit ensuite la formulation discrete :

Trouver u(x)" € U" tel que
R (3.4)
a(@,u") = @), vat e un,

ol les espaces UM C U et UM C U sont les sous-espaces discrets.

Il y a donc 2n degrés de liberté pour définir un élément particulier appartenant au
sous-espace discret U" c U. Tous les éléments sont obtenus de cet espace sont obtenus
par une combinaison linéaire unique des éléments de la base définie par :

, , (3.5)

!Petites hypotheses cruciales, pour que ce probléme soit bien elliptique. On y reviendra en détails
dans le prochain chapitre
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Il est alors possible d’obtenir le systeme linéaire correspondant au probleme discret

Trouver U; tels que

ZAij . Uj = BZ', 1= l,n.
7j=1

ou A;; représente une matrice n x n dont chaque composante est elle-méme une matrice
2 x 2 composantes. Il en est de meme pour B; et U; dont chaque composante est aussi
un vecteur de 2 composantes.

Plus précisément, A;; et B; sont définis par :

N _a([TZ‘O],[Tj 0}) a([TiO],[O Tj:|)
Yo lao w]n 0] afo w].J0 5]

] (3.7)
B, =

Et maintenant, tout est prét pour pouvoir traiter un grand nombre de problemes de
mécanique des milieux continus... La généralisation tridimensionnelle est évidemment
totalement triviale.

3.2 Elasticité linéaire tridimensionnelle

Considérons un corps élastique homogene occupant un domaine Q C R? dont la frontiere
peut étre décomposée en deux parties 'y et I'p. L’aire de I'p est strictement positive. Ce
corps élastique est soumis a une force de volume f et a un force de contact g exercée sur
['y. Supposons en outre, que le corps est fixé sur I'p (conditions essentielles homogenes).

On cherche a obtenir le déplacement u. Pour obtenir un probleme en déplacements,
nous devons tirer profit des relations suivantes de la mécanique des milieux continus.
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Conservation de la quantité de mouvement
V.o+f = 0

Conservation du moment de la quantité de mouvement

Loi de comportement de Hooke

(3.8)
E Ev
= tr(e)d
° = arotaraa=a e
—— ~ ~
2u A
Cinématique

€ = 3 <Vu+ (Vu)T)

ol d est le tenseur identité, o est le tenseur des tensions de Cauchy et € est le tenseur des
déformations infinitésimales. Les coefficients A et i, le module de Young E et le coefficient
de Poisson v sont les parametres matériels qui caractérisent le matériaux étudié.

La formulation forte du probléeme aux conditions aux limites de 1’élasticité linéaire en
termes de déplacement s’écrit sous la forme

Trouver u(x) tel que

V.o(u+f = 0, Vx € Q,
(3.9)
o-n = g, Vx € FN,

u = O, VXEFD,

ou n représente la normale sortante et la relation o (u) est déduite a partir de la loi de
comportement de Hooke et de la définition du tenseur des déformations infinitésimales.
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3.2.1 Formulation variationnelle ou faible

Nous pouvons maintenant effectuer un peu d’algebre a partir de (3.9)

<u - (V-o(u)+£f)> = 0, Vu e U,

En effectuant une intégration par parties,

< (V.(W(o) > - < (Vi):om) >+<d-f> = 0, Vi e U,

En vertu du théoreme de la divergence,

<n-u-o(u)>»—-<(Vu):ou)>+<u-f> = 0, Yuael,

En vertu de la définition de I/ ,

<t-n-olu)>y—<(Vi):olu)>+<a-f> = 0, Vi el
g

On observe que cette procédure correspond exactement a ce qui avait été réalisé pour
I’équation de Poisson : notre probleme modele elliptique.

Toutefois, pour pouvoir observer que la forme a(,) symétrique et définie et positive,
il faut effectuer encore un tout petit peu d’algebre usuelle de la mécanique des milieux
continus. Rappelons tout d’abord la loi de Hooke généralisée,

c=C:e. (3.10)

dont la loi de Hooke est le cas particulier pour un matériau isotrope. Dans un tel cas,
les composante Cjj; du tenseur C peuvent toutes s’écrire en termes de deux coefficients
matériels indépendants, A et p, appellés coefficients de Lamé. Ensuite, on peut ensuite
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ré-écrire < (V) : o(u) > sous la forme suivante :

<(Vu):o(u)> = <(

Vi + val

Vu - va’

2

2

):a(u)>

Car le produit dyadique de tenseur sym. et antisym. vaut zéro,

= <e(u):o(u)>+<(

N

Vua - val

2

):o(u) >

\

-~

=0

En vertu de la loi de Hooke généralisée,

= <e€(u):C:e(u). >

La formulation faible ou variationnelle est alors immédiatement déduite comme suit :

Trouver u(x) € U tel que
<e):C:e(u).> = <Uf>+<Kug>y,

g g

a(d, u) b(u)

Vi el,

La fonctionnelle associée au probleme de minimum équivalent est donné par

1
J(v) = §<€(V)ZCZ€(V).> — <Vvf>+ <K vg >y,
1 NV TV
—a(v,v) bv)

(3.11)

(3.12)

ol le premier terme correspond a ’énergie de déformation et le second au travail des forces

extérieures. Cette fonctionnelle représente I’énergie potentielle.

La solution a I’équilibre est bien le minimum de I'énergie potentielle pour autant que
I’énergie de déformation soit une forme quadratique définie positive. Pour un matériau

isotrope, ’énergie de déformation est donnée par

2

%G(V,V) =< INe(v):86:€(v)+pe(v):elv)>
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Supposer que le membre de droite de cette expression est une forme quadratique positive
revient, entre autres, a exiger pour les coefficients de Lamé les contraintes suivantes

po> 0,
(3.13)
/\+§u > 0.

Nous avons ainsi montré? que la résolution d'un probleme d’élasticité linéaire aux
conditions limites revient a chercher le minimum d’une fonctionnelle représentant 1’énergie
potentielle.

Interprétation du concept d’énergie de déformation

Afin de comprendre le concept d’énergie de déformation associée & un déplacement?
W(u) = ja(u,u), considérons un exemple unidimensionnel élémentaire. L’énergie de
déformation est le travail requis pour déformer la structure et qui reste stocké dans la
structure déformée. Lorsque les forces extérieures sont supprimées, cette énergie peut
donc étre récupérée. Toutefois, une telle approche suppose que le chargement est tres
progressif et tres lent et que tous les effets irréversibles ou dissipatifs sont négligés.

A titre d’exemple considérons un ressort linéaire déformé dont le déplacement est u
et qui est donc soumis a une force f = f(u). La force requise dépend de la raideur du
ressort et donc d’un loi de comportement du type f(u) = k u. Pour déformer ce ressort,
nous allons le charger progressivement en lui appliquant une charge croissante f s ou le
parametre s passe progressivement de 0 a 1. En un instant ¢, nous allons supposer que le
travail fourni sera le produit de la charge appliquée f s et de I'incrément de déplacement
du = u ds, en négligeant tous les effets dissipatifs. Toute 1’énergie fournie pour passer de
I’état non-déformé a 1’état déformé sera donc donnée par :

W) — /Olfsuds

2En toute rigueur, il faudrait montrer que la forme a(,) est une forme définie positive. Ce que 1’on
n’a pas vraiment fait ! Mais, croyez en la tradition... c’est vrai!

3Le déplacement nul correspond au cas ou la structure n’est soumise & aucune charge et n’est donc
pas déformée ! Ce qui n’est pas toujours le cas, car la configuration de référence n’est pas toujours non
chargée...
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En procédant par analogie, il est aisé de généraliser en écrivant simplement que :

Evaluation des tensions dans une formulation en déplacements

L’approximation du champ de déplacements utilisé dans les paragraphes précédents pour
résoudre les problemes d’élasticité est toujours continu, mais ce n’est en général pas le cas
des dérivées partielles de cette approximation. Dans les problémes pratiques, on désire en
général connaitre les tensions. La question se pose alors de calculer au préalable les com-
posantes de déformation, et d’utiliser ensuite les équations de constitution pour calculer
les tensions. Les dérivées partielles de 'approximation des composantes de déplacement
peuvent cependant poser de sérieux problemes d’interprétation aux valeurs nodales.

Ma solution exacte en déplacements u minimise 1’énergie potentielle. Les conditions
de stationnarité de la fonctionnelle de I’énergie potentielle forment la formulation faible du
probleme. Par ailleurs, la solution approchée en déplacements u” obtenue par la méthode
de Galerkin minimise également ’énergie potentielle. On peut des lors écrire pour une
méme fonction test U les formulations faible et discrete :

a(@,u) = b(@h), vat et c Ul

a(@,uh) = b(@h), Vo e Yt

En soustrayant les deux lignes précédentes, on observe que u® peut étre interprétée
comme la solution du probleme suivant :

Trouver u* € U" tel que
R (3.14)
a@ ,u—u") = 0, Vva'eu”

Et le probleme (3.14) peut lui-méme étre vu comme les conditions de stationnarité
d'une autre fonctionnelle G. La solution discréte u” est solution d’un autre probléme de
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minimum que l'on peut écrire comme suit :

Trouver u* € U" tel que

N |—=

v e "

/Q (e(vh) — e(u)) :C: (e(vh) — e(u)) dQ (3.15)

e

G(v")

L’approximation du champ de déplacements qui minimise 1’énergie potentielle, fournit
un champ de déformations et donc de tensions qui est le plus proche possible de la solution
exacte au sens d'une méthode des moindres carrés. Cette observation donne une signifi-
cation aux composantes de déformation et de tension que nous trouvons sur la base des
déplacements continus mais ne donne pas encore les indications nécessaires pour localiser
les “bonnes” valeurs de tension. Dans ce but, examinons une propriété intéressante des
approximations obtenues par une méthode des moindres carrés.

Considérons un polynéme du deuxieme degré p(z) = a + bx + cx?* défini sur I'intervalle
| = 1,1[. Sur le méme intervalle, nous voudrions approcher ce polynome du deuxieme
degré, par un polynome du premier degré p"(r) = A + Bz, en adoptant la méthode des
moindres carrés. Nous devons des lors trouver A et B afin de minimiser 1’expression

. v N
1 -~ -~

/+1((A + Bz) — (a + bx + cz?))*dx
p'(x) p()

On trouve facilement que c’est le cas avec

o

A = a+ -,
B —

s
w

L’intersection de la droite avec le polynome du deuxieme degré se situe aux points tels
que

(a+ bz + cx?) = (A + Ba).

et on trouve facilement que

r = —

“[%
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c’est a dire aux deux points de la regle d’intégration numérique de Gauss-Legendre corre-
spondant a l'intégration exacte d'un polynome de degré 3. La regle est plus générale que
I’exemple que nous venons de voir. Si on désire approcher un polynome de degré p par un
polynome de degré p — 1 dans le sens des moindres carrés, on fait passer celui-ci par les
valeurs du polynome de degré p aux p points d’intégration exacte d’un polynome de degré
2p — 1. C’est sur base de cette observation qu’en pratique, les numériciens considerent
a plus ou moins juste titre que les seules valeurs fiables de tensions pour une solution
discrete en déplacements, sont les tensions calculées aux points d’intégration.

3.3 Elasticité linéaire plane

Dans cette section, nous présentons la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis
pour I’élasticité plane. On distingue typiquement le cas des déformations planes et des
tensions planes. On observe, en effet, en vertu de 1’équation de comportement, qu’il
est impossible de supposer simultanément que les contraintes et les déformations soient
planes.

En supposant des déformations planes (e, = €,, = €,. = 0) , les équations de consti-
tution s’écrivent

Oae = (1+v)(1—2v) (L= v)ew +rvey),

E

= Tx 1— )
Tyy (1+2v)(1—2v) (Vews + (1 = v)eyy)
(3.16)
E
Oz = Y (earar + Eyy) )
1+ v)(1—2v)
FE
Ory = 775 C€zy
v 1+v)™
tandis qu’en tensions planes (0., = 0,, = 0y, =0), on a
E
Opy = m (ezx + l/eyy) y
FE
B E
Opy = i V)exy.

ou on utilise le fait que la contrainte o, est supposée nulle, pour exprimer €., en termes
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de €, et €.

Comme le probleme est maintenant bidimensionnel, on va utiliser des notations ten-
sorielles bidimensionnelles en définissant le vecteur déplacement, le tenseur de Cauchy et
le tenseur de déformations infinitésimales, la normale, le vecteur des forces de volume et
le vecteur des forces de contact par les expressions :

=]
u = = s
K3 v
o - | O O-xy:|’
| Ozy Oyy
c _ |G Exy:|’
| €zy  Eyy
_ (3.18)
nx}
n = ,
L Ty
_ [ £ ]
f Ak
e ]
g g, |

Les deux systemes (3.16) (& 'exception de la relation pour la contrainte transversale
0..) et (3.17) peuvent s’écrire sous une forme matricielle unique

[ Ozz Oxy ] _ [ A€z, + Bey, 2C ey, (3.19)

Ozy Oyy 2Cey, A€y + Beyy

ou les constantes A, B, C sont définies dans le tableau suivant.

Déformations planes Tensions planes
- E(1—-v) . E
(1+v)(1-2v) (1—102?)
B Ev B Ev
(1+v)(1—2v) (1—-1v?2)
E
C=———
2(1+v)
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Nous utiliserons désormais cette formulation unique, tout en sachant qu’elle convient
a la fois pour les tensions planes et les déformations planes. Avec cette formulation,
I’énergie de déformation s’écrit sous la forme

ta(uu) = 1 < e(u):o(u) >,
o1 | G Gy | A€y, + Bey, 2C ¢y, -
2 Ezy Eyy ’ 2C€xy AEyy + Be:px ’ (3 20)
A B 0 €xa
= % < [ €xe €y €y } - B A 0 |- Eyy > .
0O 0 C 2€,y

Cette derniere écriture n’est possible que si la composante de cisaillement ¢, est
multipliée par 2 lors de la définition du pseudo-vecteur des déformations infinitésimales
remplacant le tenseur d’ordre deux. L’intérét de cette derniere écriture est d’identifier
une matrice centrale d’ordre 3 qui doit étre définie positive pour que la forme a le soit
également.

Maitenant, il s’agit de construire la matrice locale de raideur dont chaque composante
est une matrice 2 x 2. Observons que

Tix Ti, 2—

(o) = | 75 "
[ 0 Tix 2-
(o) = |0y ).

puis d’utiliser (3.7) et (3.19) pour obtenir directement ’expression de la matrice de raideur
et du membre de droite :

[ < TZ'@ATJ@ >+ < Ti,yCij > | < T@zBij >+ < Ti,yCTj@ >
Aij = )
| < Ti,yBTj,x >4+ < Ti,xCTj,y > | < Ti7yA7'j,y >4+ < TZ‘JCT]‘@ >
[ < Tife >+ <K< Tige >
B, -
| < Tify >+ <L 1gy >

Exemple numérique : triangles de Turner

Limitons nous a un élément simple, pour lequel nous calculerons en détail une solution
numérique. L’élément fini utilisé sera le triangle ou les sommets sont des noeuds, et qui
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contiendra six valeurs nodales en élasticité plane, c¢’est-a-dire les deux composantes de
déplacement a chaque sommet.

L

<
«

\ 4

YVYY q

Yy 17

Figure 3.1: Exemple simple en élasticité.

Nous désirons calculer par la méthode des éléments finis les déplacements dans le
rectangle dessiné a la figure 3.1 soumis a une pression ¢ a la partie supérieure et en
I’absence de forces de masse. Les conditions aux frontieres du probleme sont données par

=0 g.=0, g,=0,
=L g.=0, g,=0,
y=0, g.=0, v=0,
y==H, 9.=0, gy=—q
Ces conditions ne conduisent pas a l'unicité des déplacements, car la translation rigide

suivant = est encore possible. Nous ajoutons des lors la condition v = 0 a l'origine. La
solution analytique du probleme en tensions planes est donnée par

qux
u = —
E?
T
E.

Nous devons des lors nous attendre a retrouver par éléments finis la solution exacte du
probleme. En effet, les fonctions de forme de I’élément de Turner permettent de reproduire
exactement un champ de déplacements linéaire en x,y. La solution exacte se trouve alors
dans I’espace choisi pour trouver une approximation par éléments finis.
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Le domaine est découpé en 2 éléments. Le données du probleme peuvent, par exemple,
étre spécifiées comme suit.

e Tableau d’appartenance des triangles .
e Coordonnées des sommets.

e Conditions de Neumann non-homogenes.

Conditions de Dirichlet en terme de déplacements horizontaux.

Conditions de Dirichlet en terme de déplacements verticaux.

Sommet | X; Y
Triangle | Sommets

1 0.0 0.0

1 1 2 4 2 L 0.0

2 1 4 3 3 0.0 H

4 L H
Segment | t, 1, Sommet | u Sommet | v
1 0.0
4 3 0.0 -q 1 0.0 9 0.0

Dans chaque élément, on définit un vecteur local d’inconnues de la méme maniere que
le vecteur global

Zi Ui
Zs Ve
Zs | _ | Uz
2| = || (3.21)
Zs Us
| Z6 | [ Vs

et on associe a ce vecteur local d’inconnues, une matrice locale de raideur et un vecteur
local des forces nodales. Il suffit des lors de calculer les matrices locales dans chaque
élément et de procéder ensuite a I'assemblage.

Dans le premier élément, on a

¢%,x = _1/L7 ¢%,y = 0,
Q%,x = 1/L7 Q%,y = _1/H7
Q%J = 0, Q%,y = 1/H,
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avec J; = HL. Il est aisé ensuite de calculer la matrice A}j qui se présente comme suit

AH? 0 —AH? BHL 0 —BHL |
0 CH? CHL —CH? —CHL 0
1 —-AH*> CHL AH*+CL* —(B+C)HL -CL* BHL
2HL BHL —-CH?* —(B+C)HL AL*+CH? CHL -AL?
0 —CHL —CL? CHL CL? 0
| —BHL 0 BHL —AL? 0 AL? ]
Dans le second élément, on a
%,x - 07 %,y - _1/H7
(b%,x = 1/L7 (b%,y = 0,
¢, = —1/L, ¢35, = 1/H,
avec Jo = HL et une matrice A?j qui se présente comme suit
[ CL? 0 0 —CHL —CL? CHL
0 AL?* —BHL 0 BHL —AL?
1 0 —~BHL AH? 0 —AH? BHL
2HL | —CHL 0 0 CH? CHL —CH?
-CL* BHL —-AH? CHL AH?+CL?* —(B+C)HL
| CHL —~AL?> BHL -CH? —(B+C)HL AL?+ CH?

Chacune de ces matrices possede trois vecteurs propres indépendants dont les valeurs
propres correspondantes sont nulles. Voyons en d’abord la signification. Soit § un vecteur
propre de la matrice A°. Nous avons

A8 = ),

ou A est la valeur propre. Lorsque la valeur propre est nulle, le vecteur A°d est nul,
et des lors l'énergie de déformation dans 1’élément produite par le vecteur propre, qui
vaut d A9 , est identiquement nulle. Les seuls modes de déformation qui donnent lieu
a une énergie de déformation nulle sont les modes rigides et nous nous attendons donc a
retrouver dans les trois vecteurs propres associés a une valeur propre nulle les trois modes
de déplacements rigides. On vérifie en effet que les vecteurs suivants sont des vecteurs
propres pour Ailj avec des valeurs propres nulles

75



1 0 0
0 1 0
1 0 0
ol [1|" | L
1 0 —H

o] [t] | L |

Il s’agit bien des translations suivant x et y et de la rotation autour du noeud 1. Pour
la matrice locale du second élément, on obtient des conclusions similaires avec les trois
vecteurs suivants

1 0 0
0 1 0
1 0 —H
ol [ 1] | L
1 0 —H

o] [t] | o

L’étape suivante consiste a assembler ces deux matrices de rigidité locales pour obtenir
une matrice de rigidité globale a huit lignes et huit colonnes. Les matrices locales 6 x 6
sont décomposées en neuf sous-matrices 2 x 2. On agit de méme avec la matrice globale
et on I'assemblage peut s’effectuer sur ces sous-matrices. Notons que 'ordre des éléments
d’une ligne n’est pas nécessairement le méme dans la matrice locale et la matrice globale.
Ceci provient du fait que la numérotation des noeuds d’un élément ne se fait pas toujours
dans le sens croissant; c¢’est notamment le cas pour le deuxieme élément. Ainsi dans la
matrice de rigidité de cet élément, le terme de la troisieme ligne, deuxieme colonne (3, 2)
qui se trouve en-dessous de la diagonale se retrouve au-dessus de la diagonale dans la
matrice globale. Il est important de tenir compte de ces considérations lorsqu’on écrit un
programme qui ne calcule que les termes situés d’un coté de la diagonale dans la matrice
de rigidité globale.

Le processus d’assemblage permet d’obtenir la matrice globale suivante (au facteur
2H L pres, mais I'espace sur la feuille de papier fait défaut pour pouvoir Iécrire... !).

AH? + CL? 0 —AH? BHL —CcL? CHL 0 —BHL — CHL
0 CH? + AL? CHL —cH? BHL —AL? —BHL — CHL 0
—AH? CHL AH? + CL? —BHL — CHL 0 0 —CL? BHL
BHL —cH? —BHL — CHL AL? + CH? 0 0 CHL —AL?
—CL? BHL 0 0 AH? 4+ CL? —BHL — CHL —AH? CHL
CHL —AL? 0 0 —BHL — CHL AL? + CcH? BHL —CH?

0 —BHL — CHL —-cL? CHL —AH? BHL AH? + CL? 0

—BHL — CHL 0 BHL —AL? CHL —CH? 0 CH? + AL?

On peut vérifier que la matrice de raideur globale possede aussi trois vecteurs propres
dont les valeurs propres correspondantes sont nulles. Ces vecteurs sont donnés par les
déplacements correspondants a une translation le long de x, une translation le long de
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y et une rotation le long du noeud 1. La matrice de raideur est donc singuliere. La
singularité sera levée par I'addition des conditions aux frontieres essentielles.

I1 nous reste a calculer le vecteur global des forces nodales. Comme f, et f, sont nuls,
de méme que g,, il suffit de calculer sur le bord supérieur la contribution de la pression
g. On obtient alors facilement que cette pression donne lieu au vecteur de forces nodales

%[00000101}?

Finalement, il faut utiliser les conditions aux frontieres essentielles, et imposer une
valeur nulle aux variables Uy, V; et V5. L’élimination des lignes et colonnes correspondantes
aboutit au systeme d’équations

AH? 4 CL? 0 0 —CI? BHL Us
0 AH? 4+ CL? —(B+C)HL  —AH? CHL Us

0 —(B+C)HL AL*+ CH? BHL —CH? Vs | =
—CL? —AH? BHL AH? + CL? 0 U,
BHL CHL —CH? 0 CH?+ AL A

La solution en termes de déplacements nodaux est finalement identique aux déplacements

prédits par la solution analytique.

U, 0
Vi 0
U2 vL
Varf _a| O
Us | — E| 0
Vs —H
U4 vL
| V| | —H

3.4 Elasticité linéaire axisymétrique

Examinons un autre type de probleme qui peut étre résolu par I'utilisation de deux vari-
ables d’espace seulement. Nous envisageons ici les problemes axisymétriques sans torsion
pour lesquels les trois composantes de déplacement sont données par

u. = u(r, z),
ug = 0, (3.22)
u, = o(rz2).

7

0

0
—qHL?

0
—qHL?



ou u et v dénotent respectivement les deux composantes non-nulles du déplacement dans
les directions r et z.

Choisissons donc une formulation par éléments finis du champ de déplacements sous
la forme suivante

u(r,z) | _ [ u(r2) ] U |
[ v(r, 2) } - [ oh(r,z) | T Z v | Tl 2). (3.23)
Le domaine 2 est défini dans le plan (r, z) de telle maniere que sa rotation autour de

I’axe z engendre le solide de révolution contenant le domaine élastique.

Quoique nous ayons que deux composantes de déplacements inconnues, nous allons
écrire toutes les composantes du tenseur des déformations infinitésimales :

Uy u
u = ug | =1 0 |,
| . v
€rr €ro €Erz Uy 0 (ur,r + uz,r)/2
€ = €or € €gz = 0 ur/r 0
| €xr €20 €zz (ur,r + uz,r)/Q 0 Uz, »

On observe que la composante €gg est non-nulle en raison de 1'usage des coordonnées
cylindriques et que le tenseur de Cauchy ne correspondra pas exactement a ce que nous
avons obtenu dans le cas de 1’élasticité plane.

En vertu de la loi de comportement de ’élasticité linéaire, on peut alors écrire la forme
du tenseur des contraintes :

Orr Oprp Opz
g = Oor Ogp Opz
Ozr 0z0 Ozz

[ Ae,. + B(ego) + €.2) 0 2C€,,
= 0 A€gg + B(€rr + €2) 0
| QCETZ 0 Aezz + B(Q“r) + 66’9)

ol les constantes A, B, C correspondent aux valeurs utilisées dans le cas des déformations
planes du tableau (3.3)

Maitenant, il s’agit de construire la matrice locale de raideur dont chaque composante
n’est qu'une matrice 2 x 2, car il n’y pas d’inconnue dans la direction azymuthale. A
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nouveau, il suffit d’observer que

[ Tir 0 Ti,z/Z
€([r:,0,0])) = 0 m=/r 0
_Ti,z/2 0 0
0 0 Tz‘,r/Q

([0,0,7:])) = o 0 o0 |,
_Ti’T/Q 0 Ti,z

puis d’utiliser 'expression (3.7) pour obtenir I'expression de la matrice locale de raideur.
Nous allons procéder comme pour 1'élasticité plane, mais en effectuant 'intégrale sur le
volume occupé par le matériau. Comme volume élémentaire d’une solide de révolution est
2nmrdS2, la méthode de Galerkin consiste ici a exiger pour toute fonction de forme globale
que les égalités suivantes soient satisfaites. La matrice de raideur et le membre de droite
sont donc donnés par :

[ < TinArti . >+ < 7,.Crrj, > | < 71,,Br7;, > + < 7,,Crrj, > i
7—.
+ < (BT, + A2) > + < 7,B1;, >
r
+ < T,L'JBTJ' >

< T .Br7j, >+ <71,Cr7j. > | <1, ArT; . >+ < 7,,Cr7j, >
+ < TZ'@BTJ' >

[ < Trf, >+ <L 7irg, >
B, =

| < Ti'rfz >+ K TiTgz >

Lorsqu’on examine ces expressions et celles obtenues pour un probleme plan, on voit
immédiatement la possibilité d’écrire un programme qui convienne a la fois pour les pro-
blemes plans en tensions et déformations planes et pour les problemes axisymétriques.
En effet, la matrice globale et le vecteur global du cas axisymétrique sont essentielle-
ment la somme de ceux du cas plan multiplié par le rayon r * et de quelques termes
supplémentaires.

3.5 Modele de la poutre en flexion

Exemple numérique

Etudions maintenant I’exemple d'une poutre encastrée en x = 0 et soumise a une charge
latérale ¢ comme indiqué sur la figure 3.2. Nous supposons que la poutre a un moment

4On peut éliminer le terme 27 constant qui apparait a la fois dans toutes les composantes du membre
de droite et de la matrice de raideur.
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d’inertie uniforme I, un module de Young E et une longueur L. Le probleme a résoudre
est

Trouver u tel que

U gz (T) — =7 = 0, 0<x<L,
(3.24)
u(0) = 0,
ug(0) = 0,
Uge(L) = 0,
Uger(L) = 0,

ou u est la fleche par rapport a la configuration d’équilibre.

Figure 3.2: Poutre encastrée soumise a une charge répartie.

Il est facile de trouver la solution analytique de ce probleme en utilisant le principe de
superposition

e Poutre sous la charge répartie uniforme
En intégrant successivement et en appliquant les conditions frontieres, on obtient
que la fleche due a la charge uniforme est

u(r) = 5 4% - (af — 4La® + 6L%%). (3.25)
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En particulier, la fleche vaut (gL*1)/(8ET) & I'extrémité.

e Poutre sous la charge ponctuelle
Ecrivons d’abord I'équilibre des moments fléchissants sur les deux morceaux de la
poutre

LP 4 L
Uge(z) EI = 3— (1 — _x) , x € |0, BI],

(3.26)
3L
Uq(z) EI = 0, T € [I’L]'
En intégrant successivement chaque partie de I’équation, en tenant compte des con-
ditions d’encastrement et en imposant la continuité de w et u, en x = 3L/4, on

obtient finalement

P (3Lz* 2 3L
(3.27)
P [(9L% 9L 3L

Cette fleche vaut (27PL3)/(128FE1) a lextrémité.

Considérons maintenant la résolution numérique de ce probleme. Tout d’abord, nous
décomposons la poutre en N; éléments finis, délimités par Ny sommets X;. Ensuite, il
s’agit de choisir une approximation u" pour la fleche. On souhaite que cette approxima-
tion, ainsi que sa pente, soient continues sur ’ensemble du domaine.

Afin de satisfaire cette exigence, construisons une approximation cubique de classe
C*(Q), en choisissant comme parametres inconnus la valeur de la fleche u(X;) et la pente
de la déformée u};(XZ) en chaque sommet. Nous définissons ainsi 2Ny valeurs nodales
généralisées que nous continuons de noter Uj.

Il s’agit alors de trouver une base adéquate de polynomes du troisieme degré, sur
I’élément parent. Les deux fonctions associées aux valeurs de la fleche doivent valoir
I'unité pour un sommet, s’annuler a 'autre sommet et posséder une dérivée nulle aux
extrémités. Par contre, les deux autres fonctions associés aux pentes doivent s’annuler
aux deux extrémités, avoir une dérivée unitaire sur un sommet et nulle sur 'autre.

$i(§) = (1-822+8/4,
¢3(8) = (1+8°2—-8)/4, '
$a(§) = —(1+*(1-¢/4

La figure 3.3 montre clairement ’allure et la signification de ces fonctions. De telles
fonctions de forme sont appelées fonctions de forme cubiques hermitiennes.
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N

Y

Figure 3.3: Fonctions de forme cubique hermitiennes sur I'élément
parent.

h

L’approximation u" sur I’élément €)., est obtenue par combinaison linéaire des fonc-

tions de base

4
= Z Uze(bze(x)’ x e Qea (329)
=1

ou les fonctions de forme sur un élément quelconque ne sont plus obtenues simplement
en incluant 'isomorphisme dans les fonctions ¢;(€), en raison du choix de la valeur de
la pente comme valeur nodale. Les fonctions de forme sur un élément quelconque sont
données par

do = )
05(r) = S da(E(a), 5.30)
5(r) = 2(E(a).
sitr) = Fert 22 g e,

Supposons que la poutre soit représentée par un seul élément. Nous avons h = L, et
les conditions essentielles U; = Uy = 0, vu qu’il y a encastrement en x = 0. Afin d’obtenir
les deux valeurs nodales restantes, appliquons la technique de Galerkin. En effectuant
deux intégrations par parties successives, on voit qu’il est possible d’'imposer facilement
les deux conditions naturelles en x = L.
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(3.31)

h Q(@
— /Qum(x) Tz () dx—/gﬁn(x) dz
— [uh (2)7i0 (2)] )+ [t (2)Ti(2)],

En tenant compte des conditions essentielles et naturelles, nous obtenons finalement

0= ; U, < /Q Tia(@) Toaa (1) dx) _ /Q %n(@ da.

J

La matrice de raideur est

3/2  3h/4 —3/2 3h/4
e _ 8| 3h/4 R*/2 =3h/4 hP/A
W p3 | —3/2 —3h/4  3/2 —3h/4 |’

3h/4 h?/4  —3h/4  h?/2

tandis que le membre de droite se compose de deux parties dues respectivement a la
charge répartie et a la charge ponctuelle

1 5
gh | h/6 P | 3n/2
B¢ = — -
iToEr | 1 | TsEr| o7
—h/6 —9h/2

Le vecteur des forces nodales peut étre interprété physiquement comme un systeme de
forces et de couples ponctuels, globalement équivalent a la charge imposée. On parle ainsi
de forces ou couples généralisés.

En ne tenant compte que de l'effet de la charge répartie, nous écrivons apres application
des conditions essentielles
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8 3/2 —3h/4 Us | qh 1
h3 | —3h/4  h?/2 Ud | 2EI| —h/6 |’

dont la solution se compose de Us = (qL*/8FEI) et Uy = (¢qL?/6EI) qui représentent
respectivement la fleche et la pente de la poutre en x = L. Il est facile de vérifier que
les valeurs nodales sont précisément les valeurs analytiques. Le méme constat est obtenu

pour le cas de la force ponctuelle.
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Chapitre 4

Techniques de résolution des
systemes linéaires creux

Rappelons d’abord que la discrétisation de problemes elliptiques linéaires est le domaine
usuel d’application des éléments finis. Dans un tel cas, nous obtenons une formulation
discrete consistant en la recherche de la solution d’un systeme linéaire d’équations

Trouver U; € R" tels que

(4.1)

ou A;; est une matrice carrée de taille n xn. Cette matrice est creuse, symétrique et définie
positive. L’unique solution du probléme (4.1) peut aussi étre vue comme la solution du
probléme de minimisation

Trouver U; € R" tels que

J(U;) = miny ¢ g (Z EAZNEDY VF) (4.2)
i=1 j=1 i=1
J(V;)

Caractériser le vecteur U; comme solution de (4.1) ou (4.2) est totalement équivalent.

Tout d’abord, nous allons ici utiliser les notations habituelles pour les matrices !. Il
n’y aura plus de confusion possible avec les notations tensorielles de la mécanique des

1On observera que le symbole - est désormais strictement réservé au produit scalaire entre deux
vecteurs.
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mileux continus, puisqu’on ne considérera que la formulation discrete de nos équations.
Nous allons donc écrire (4.1) et (4.2) de la maniere :

Trouver x € R” tel que

(4.3)
Ax = b
Trouver x € R” tel que
J(x) = ming c g (3v-Av—b-v) (4.4)
J(v)

4.1 Meéthodes directes

Dans cette section, nous allons considérer les techniques ou méthodes de résolution directe
de (4.3) basées sur Iélimination gaussienne. Ensuite, nous donnerons une trés breve
introduction aux méthodes algorithmiques de recherche du minimum de (4.4) ou méthodes
de résolution itérative de (4.3).

Il est important de mettre en évidence que, pour des probléemes hyperboliques ou
d’advection-diffusion, ainsi que pour des formulations mixtes, on n’obtient pas toujours
un systeme discret avec une matrice définie positive. Dans de tels cas, il n’est pas toujours
évident de construire des méthodes itératives efficaces. En pratique, on revient souvent
dans de tels cas a une élimination gaussienne. C’est la robustesse de cette approche et
son caractere universel qui en fait encore aujourd’hui le solveur le plus populaire dans les
codes commerciaux d’éléments finis.

Quelques améliorations sont toutefois faciles a réaliser...

Factorisation LU

On peut développer une autre procédure de résolution des systemes linéaires en factorisant
la matrice A en produit d’une matrice triangulaire inférieure L (lower) et d'une matrice
triangulaire supérieure U (upper). Si une telle factorisation est possible, la résolution du
systeme Ax = b peut s’effectuer en trois étapes suivantes :

e Factorisation de A en LU
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e Résolution de Lz = b par substitution directe

e Résolution de Ux = z par substitution arriere

Une procédure rapide pour la factorisation LU est justement 1’élimination de Gauss.
Lorsque l'on effectue une triangularisation, la matrice triangulaire supérieure se construit
en faisant apparaitre des ”0” en dessous de la diagonale principale. Si, a chaque étape,
on remplace les 70”7 qui apparaissent ainsi par les multiplicateurs utilisés, on obtient
finalement une matrice F qui fournit facilement la factorisation cherchée. En effet, on
peut montrer que U est formée de la partie triangulaire supérieure de F tandis que L est
obtenue en prenant la partie de F' en dessous de la diagonale, complétée d'une diagonale
de 717

o
ly = ——& 1=k+1,...,n, k=1,....n
A, (4.5)

lii =1 izl,...,n

Lorsque 1'on emploie la factorisation LU avec la méthode utilisant I’élimination de
Gauss, le nombre d’opérations nécessaires est donc semblable a celui qui est nécessaire
pour la méthode de triangularisation directe avec la matrice augmentée. Cependant,
I’avantage de la factorisation LU apparait si I’on doit résoudre plusieurs fois un systeme
avec des seconds membres b différents. Dans ce cas, la factorisation LU de la matrice
A ne doit étre faite qu'une seule fois, chaque nouveau second membre ne demandant que
la résolution finale par substitution directe puis inverse, alors que la méthode de trian-
gularisation doit étre recalculée completement pour chaque nouveau deuxieme membre.
Comme il arrive fréquemment que 1'on souhaite analyser successivement plusieurs cas
de charges distincts pour une méme structure, les solveurs directs implémentés dans les
codes d’éléments finis sont presque toujours des factorisations LU, méme lorsqu’on parle
d’élimination gaussienne.

Factorisation de Cholesky

Lorsque la matrice A est symétrique définie-positive, on peut la factoriser sous la forme
suivante BB avec B = DL. La matrice D est une matrice diagonale dont les éléments
sont donnés par

k
di = \/ajyy)

tandis que les valeurs des éléments de L et des coefficients agz) sont celles que 1'on ob-

tiendrait via une élimination gaussienne.

Il est possible d’obtenir les éléments de la matrice B en utilisant une technique alter-
native dite méthode de Cholesky
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by = Vv a11

;1 .
bhn = — 1=2,...,n
' by
j—1
by = y|a;— Y Uk J=2...,m (4.6)
k=1
j—1
aij—zbikbjk
bij = k=1 7=2,....n,t=453+1,....n

bjj

Pour une matrice symétrique définie positive, il est possible de démontrer que tous les
nombres apparaissant sous les racines carrées seront toujours tous positifs. Une analyse
du nombre d’opérations montre qu’il y a avantage a utiliser la méthode de Cholesky plutot
que la méthode de Gauss dans le cas d'une matrice symétrique et définie positive.

4.1.1 Factorisation de matrices creuses

Construire la matrice obtenue par une discrétisation par éléments finis risque d’occuper
une place importante en mémoire des le moment ol le probleme compte un nombre élevé
de variables. Par ailleurs, effectuer une élimination gaussienne classique donne lieu a un
grand nombre d’opérations inutiles des le moment ou la matrice de raideur contient de
nombreux termes nuls. Nous allons voir qu’il est possible de réduire considérablement la
place prise par la matrice.

Une premiere démarche consiste a tenir compte du fait que la matrice est symétrique;
on peut donc ne retenir en mémoire que les termes situés sur et en-dessous de la diagonale
principale, ce qui donne lieu a un gain de mémoire d’environ 50%. D’autre part, on
tiendra compte de ce que la matrice de raideur est creuse, c’est-a-dire que le pourcentage
d’éléments nuls y est élevé.

Il y a zéro et zéro

Lorsqu’on travaille avec des matrices creuses, il faut distinguer les zéros logiques, des zéros
numériques. Les zéros logiques sont les éléments d’une matrice dont on peut déduire
la valeur nulle a partir de la structure topologique du probleme. Ils sont totalement
indépendants des valeurs numériques des éléments non-nuls de la matrice et leur présence
peut étre déduite de la structure logique du probleme. Au contraire, les zéros numériques
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ne doivent leur valeur nulle qu’a une annulation providentielle de plusieurs termes : ils
sont quasiment imprévisibles a priori.

Une mise en oeuvre intelligente de la factorisation de matrices creuses peut, en général,
tirer relativement facilement profit des zéros logiques, mais beaucoup plus difficilement
des zéros numériques. On pourrait évidemment les détecter au vol et ainsi en tenir compte
en cours d’exécution de 'algorithme. Mais, en général, on néglige les zéros numériques et
on considere que tout élément d’une matrice ou d'un vecteur qui n’est pas un zéro logique
est non nul et sera traité comme tel. En outre, il arrive souvent qu’on décide de traiter
certains zéros logiques comme de simples zéros numériques, afin de ne pas compliquer de
maniere excessive la structure de données. Typiquement, la structure du solveur bande
est plus simple que celle du solveur frontal. Mais on ne tire pas profit d’autant de zéros
logiques dans le premier cas que dans le second.

Probleme du fill-in

Meéme quand la matrice a factoriser comporte beaucoup d’éléments nuls, les parties tri-
angulaire supérieure U et inférieure L peuvent en avoir nettement moins. En d’autres
mots, les matrices triangulaires auront toujours nettement moins de zéros logiques que
A. C’est le phénomene de remplissage ou de fill-in.

Ci-apres, on considere un cas pathologique ou A est tres creux tandis que la triangu-
larisation génere une matrice U (tout comme L) totalement pleine.

O O 0 0 0] Y
v

<S5

v
¢

S SO
S OO
SO O

O U=
O
O

>
I
ST
SO
ST

L’effet de remplissage peut étre prédit en ne tenant compte que de la structure logique
(zéros logiques) de la matrice.

L’effet de remplissage peut étre modifié par la numérotation des inconnues et des
équations du systeme, c’est-a-dire par des permutations de lignes et de colonnes de la
matrice. Pour pouvoir exploiter un maximum de zéros, les solveurs directs creux essaient
de minimiser le remplissage en exploitant une bonne permutation de la matrice avant
d’effectuer la factorisation. Par exemple, si on inverse totalement ’ordre des lignes et des
colonnes de la matrice, on obtient une triangularisation qui ne souffre d’aucun effet de
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remplissage...

¢

¢
A= O

OO
a
[
<
SO

O
O
|00 0 0 0 0

Stratégie générale de résolution

Comme l'effet de remplissage peut étre prédit avant d’effectuer la factorisation, la résolution
d’un systeme creux se fait par le biais de quatre étapes

e Déterminer la numérotation optimale des inconnues, ou trouver la permutation op-
timale des lignes et des colonnes, afin de limiter 'effet de remplissage. Comme la
matrice a une structure logique symétrique, on évite évidemment de perdre cette
propriété, on effectue toujours les permutations de lignes et de colonnes de maniere
symétrique.

e Allouer des structures de données permettant de stocker les éléments non nuls de la
matrice et les éléments additionnels résultant de 'effet de remplissage.

e Effectuer la factorisation de la matrice (en général, "en place”, c’est-a-dire en uti-
lisant le méme espace mémoire pour les données et le résultat...)

e Résoudre le (ou les) systemes triangulaires creux pour obtenir le vecteur des incon-
nues.

La minimisation du remplissage n’est pas le critere absolu. En effet, il faut aussi
considérer la facilité avec laquelle on peut représenter la matrice A et les conséquences
d’une structure de données trop lourde. Cette stratégie est évidemment valable dans le
cas ou il n’est pas nécessaire d’effectuer des pivotages.

La théorie des graphes permet de construire un modele rigoureux de 'effet de remplis-
sage et de proposer des stratégies de numérotation des inconnues et des algorithmes de fac-
torisation permettant de minimiser cet effet. Néanmoins, la recherche de la permutation
d’une matrice telle que I'effet de remplissage soit minimal est un probleme tres difficile. 11
s’agit d’un probleme dit N P complet pour lequel il n’existe pas d’algorithme de complexité
polynomiale. On doit donc utiliser des heuristiques qui minimisent raisonnablement I’effet
de remplissage. Un des algorithme de numérotation les plus populaires est connu sous le
nom d’algorithme de Reverse-Cuthill-MacKee et est encore a la base de la renumérotation
effectuée de maniere automatique dans de nombreux codes commerciaux.
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4.1.2 Solveur bande

La largeur de bande d'une matrice A;; est la plus grande distance a la diagonale que peut
atteindre un élément non nul de la matrice, augmentée d’une unité, ce que nous écrirons

B(A) — 1 =max;; {|i —j|, V(i J) tels que a;; # 0}. (4.7)

On voit immédiatement que la largeur de bande d’une matrice diagonale est I'unité,
tandis que celle d'une matrice dont tous les éléments sont non nuls est égale a ’ordre de
la matrice. On dira qu'une matrice est bande lorsque sa largeur de bande est faible par
rapport a son ordre.

<S5

S SO
< <SS O
S OO <
< S SO
SO <

<SS SO

0
0

S SO
S SO
S SO
ORI
S OO

La propriété essentielle des matrices bandes est que la largeur de bande d’une matrice
reste constante durant le processus d’élimination gaussienne décrit plus haut. Ceci se
comprend facilement en analysant la prodédure ; si le terme A;; est nul, le processus
d’élimination du terme A;; ne modifie aucun terme dans la i-éme ligne, et les zéros sont
préservés. Cette propriété nous autorise a ne garder en mémoire que les éléments de
la matrice de raideur dont la différence entre I'indice de ligne et I'indice de colonne est
strictement inférieure a la largeur de bande. Finalement, en vertu de la symétrie de la
matrice de raideur, il suffit de ne retenir que les éléments situés d'un coté de la diagonale,
en-dessous par exemple. On comprend que, si la matrice est bande, seule la bande de
termes non nuls sera conservée en mémoire. Il faut utiliser une numérotation afin de
rendre minimale la largeur de bande.

4.1.3 Solveur frontal

La plupart des grands programmes d’éléments finis utilisent aujourd’hui la méthode
frontale qui, a 'origine, fut développée en vue de la résolution de grands systemes sur des
ordinateurs disposant de peu de mémoire centrale (et en I’absence de mémoire virtuelle).
L’idée sous-jacente de cette méthode est qu’il n’est pas nécessaire de stocker I'entiereté
de la matrice A®) durant I’élimination gaussienne dans la mémoire & acces rapide : ce
qui peut étre difficile. En effet, on peut se contenter d’en stoker une petite partie seule-
ment, appelée matrice active dans la mémoire active et de communiquer avec la mémoire
secondaire seulement au début et a la fin de chaque étape de I’élimination. Cette idée est
schématisée sur I'exemple de la matrice bande :
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S SO
SO
OSSO
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SO O
< O

S SO
L R B RCR

SO
(eRel 2 & 4
S OO

O 0
O O
O 0 O o 0]

Il faut toutefois préciser que la méthode frontale n’exige pas d’avoir une matrice bande et
qu’elle peut tirer profit d’éventuels trous dans celle-ci. En ce sens, elle est plus puissante
que les solveurs bandes (y compris les solveurs a bande de taille variable, appelés skyline

solvers).

Pour en expliquer le fonctionnement, considérons un maillage de six éléments rectan-
gulaires. La table d’appartenance du maillage est donnée comme suit,

9 10 11 12
® < ® ®
11 1V VI
5 6 7 8
® © ¢ ¢

I 1T 14
1 2 3 4
® ® ® o

Figure 4.1: Numérotation du maillage.

Elément

STl W N

Sommets

N w Do ot

® S wo N
—_
(= I =

~N 3 O © Ut

—_
—_

A dessein, nous n’avons pas numéroté les noeuds de maniere optimale pour la résolution
par matrice bande. Les éléments sont numérotés de 1 a 6. Lors de la résolution frontale,
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¢’est la numérotation des éléments qui gouvernera la taille des matrices de calcul. Lorsqu’un
domaine de calcul a une forme allongée, il faut numéroter les éléments dans le sens de la
largeur pour minimiser le cotit calcul.

Il est alors facile d’assigner a chaque noeud ce qu’on appelle un élément de disparition.
Si nous comptons les éléments de 1 & 6, on voit par exemple que le noeud 1 disparait avec
I’élément 1, le noeud 2 avec 1’élément 3, le noeud 6 avec 1’élément 4, ... Pour obtenir
I’élément de disparition de chaque noeud, il suffit de parcourir le tableau d’appartenance
de 1 a 6. Chaque fois que le noeud 7 est rencontré dans I'élément (2., on met a jour
I’élément de disparition du ¢-eme noeud a la valeur e. La valeur finale est I’élément de
disparition.

Sommet Elément de disparition

1

2 1

3 3
4
5

6 2 3 4]

7 3 4 5 6]
8 5 |6
9

10 2

11 4 6]
12 6]

Réalisons ensuite la simulation de 1’assemblage de lignes et colonnes pour les variables
nodales. Le procédé est appliqué de la maniere suivante. Dans la colonne de gauche, nous
indiquons les lignes de la matrice globale allouées aux diverses variables dans la matrice
frontale, lorsque 1'on parcourt la table d’appartenance. Pour I’élément 1, nous plagons
les noeuds 1, 2, 6, 5 dans les premieres lignes de la matrice globale 1, 2, 3 et 4. Ce sont
les destinations des variables au sein de la matrice globale stockée sous la forme de la
matrice active. Constatant a ce moment que 1 est I’élément de disparition du noeud 1,
nous ’encadrons et nous libérons la ligne allouée a ce noeud, avant de passer au second
élément.
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Occupation de la matrice active
lors de I’assemblage des éléments

Elément 1 2 3 4 5 6

Destination

1 [1] 10 10 [10] [4] [12]

D O = W N

A T'élément 2, les noeuds 9 et 10 recoivent une nouvelle destination. En particulier,
la ligne 1 est libre et regoit le noeud 10. Nous constatons que 2 est 1’élément de dispari-
tion des noeuds 5 et 9 et les encadrons dans les lignes 4 et 5 qui deviennent libres. Le
procédé se poursuit pour tous les éléments jusqu’a I’élimination des derniers noeuds lors
de I'assemblage simulé de I'élément 6.

Le nombre de destinations ainsi ouvertes est la largeur de front, ng,., qui indique le
nombre de variables actives. Nous allons montrer que tout le processus d’élimination
de Gauss peut étre effectué dans une matrice active de taille n?, tandis que les lignes
éliminées sont stockées (éventuellement sur disque) dans une matrice de taille n X 14 ot

n est le nombre de variables.

Supposons en effet que nous créons la matrice de raideur élément par élément, et que
nous remplissons les lignes et colonnes dans l'ordre de I'apparition des noeuds. L’élément
1 nous donne les variables 1, 2, 6 et 5. Nous créons aussi le vecteur des forces nodales dans
le méme ordre. Nous constatons a ce moment que le noeud 1 se trouve dans son élément
de disparition. La ligne du noeud ne changera plus, et il est des lors possible de I’éliminer.
S’il y a lieu, c’est le moment d’introduire les modifications de la matrice causées par
une condition essentielle. Pour 1’élimination, on divise la ligne 1 par 1’élément diagonal.
L’élimination de la variable 1 est alors opérée dans les trois autres lignes. On place alors
dans une matrice de stockage la ligne 1 ainsi que la composante de force nodale divisée
par le terme diagonal appelé pivot. On conserve aussi l'indice de la variable éliminée.
L’élément diagonal est réinitialisé a zéro. On poursuit alors la méme procédure pour les
autres éléments. Des le moment ou une variable disparait, sa ligne et sa colonne peuvent
étre réaffectées. On voit facilement qu’en suivant la destination prédite par la simulation
de 'assemblage et en procédant a 1’élimination des qu'une variable disparait, la taille de

la matrice correspondant au maillage considéré ne dépassera pas 52, ou n?,,.

Lorsqu’on arrive au bout de l’élimination dans I’élément 6, on obtient une équation
a une inconnue, car la triangulation de la matrice de raideur est achevée. Il est alors
facile de procéder a la substitution inverse de la méthode de Gauss et d’obtenir la valeur
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de toutes les variables jusqu’a la premiere. L’originalité et 'efficacité de cette méthode
proviennent de la construction et de I’élimination simultanées effectuées sur la matrice de
raideur.

Il est facile de voir que le cotit du calcul est essentiellement proportionnel & O(n n2,)
(c’est-a-dire n éliminations dans des matrices carrées n2,). Il est deés lors important
de réduire la valeur de n,;. Cette valeur dépend du nombre maximal de noeuds sur la
frontiere qui sépare a tout moment les éléments éliminés de ceux qui ne le sont pas encore.
La valeur de ng,; dépend uniquement de la numérotation des éléments et est totalement
indépendante de la numérotation des noeuds. Lorsqu'un domaine de calcul a une forme
allongée, il faut donc numéroter les éléments dans le sens de la largeur pour minimiser la

largeur de front.

La méthode frontale est aujourd’hui encore la méthode d’élimination directe la plus
populaire dans les grands codes d’éléments finis. La factorisation de matrices a largeur de
bande variable se révele souvent une alternative plus rapide. Finalement, il convient de
signaler que le recours a des techniques itératives pour la résolution du syteme algébrique
se justifie pleinement en particulier pour des matrices symétriques définies positives.

4.2 Méthodes itératives

Nous allons maintenant considérer des méthodes itératives pour la solution d’un probleme
de minimisation écrit sous la forme (4.4)

Trouver x € R” tel que

J(x) = ming, c g (3v-Av—b-v)

-~

J(v)

ou la matrice A est une matrice carrée creuse, symétrique, définie positive et de taille
n X n. Comme nous l'avons déja mentionné un nombre incalculable de fois, ’application
des éléments finis a un probleme linéaire elliptique conduit typiquement a un probleme
discret de la forme (4.4).

Les méthodes itératives pour trouver une solution de (4.4) ou de (4.3) jouent un
role tres important dans de nombreuses applications. Un des intéréts majeurs de telles
méthodes est qu’il est possible de ne pas devoir stocker la matrice A qui, méme si elle
creuse, peut étre de tres grande taille. Contrairement a ce qui est mentionné dans de nom-
breuses références, il n’est pas nécessaire de construire la matrice globale du probléme,
car on peut construire seulement des résidus locaux et n’assembler que ceux-ci pour
obtenir une expression du résidu global. Ce sont donc des méthodes particulierement
utiles, lorsque la taille de la matrice globale rend son stockage impossible. En conclu-
sion, ces méthodes sont intéressantes car elles ne nécessitent qu'un stockage et un nombre
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d’opérations proportionnels au nombre d’inconnues du systeme, si elles convergent dans
un nombre raisonnable d’itérations.

Nous allons considérer des méthodes itératives ou des algorithmes de minimisation de
(4.4) qui peuvent étre décrits dans le schéma suivant

Soit x° une approximation initiale de la solution exacte x de (4.4),

il s’agit alors construire une série d’approximations x* — x
de la maniere suivante

(4.8)

xFH = xF + oy d¥

ott d¥ est la direction de recherche et oy, > 0 est le pas. Une large famille de méthodes
peuvent étre construites en sélectionnant, de maniere empirique et pragmatique ou parfois
de maniere plus rigoureuse, la direction de recherche d* et le pas ay,. Nous allons ici donner
une breve introduction a la méthode du gradient et a la méthode du gradient conjugué,
ainsi qu’aux versions préconditionnées de ces méthodes.

4.2.1 Méthode de la plus grande pente

Pour une valeur x*, la direction de la plus grande pente est donnée par le gradient
VJ(x*). Tl apparait donc logique de sélectionner d* = —V .J(x*) et d’obtenir la famille
des méthodes du gradient.

d* = — (Ax" —b)
N’

I'k

ot ¥ est le vecteur du résidu du systeme linéaire pour x*.

Il faut encore sélectionner une valeur pour a;. Un choix simple est de sélectionner
une valeur constante a. Une maniere plus compliquée est de calculer le pas optimal oy,
en résolvant le probleme de minimisation unidimensionnel suivant

Trouver a; > 0 tel que

J(xF +apd*) = mingso (3(x" + ad®) - A"+ ad”) — b (x* + ad")) (4.9)

[ J/

J(x* + adb)
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La condition de stationnarité de ce probleme s’écrit sous la forme

dJ(x’c + ozkdk)
da

= 0

(AX"+ apd®) —=Db)-d* = 0

(Ax* = b)-d* = —od*- Ad*
—d*
rk . rk '
k. Ark A

Il s’agit toutefois d'une optimisation a court terme, car une analyse plus fine montre que
la méthode de la plus grande pente est une méthode qui converge lentement.

Analyse de la convergence
Par souci de simplicité, nous allons considérer le cas ot le pas est fixé & une constante a?.
xF1 = xF— o (Ax" —b)
xF —x = x¢—x—a(Ax* —b)

x1 —x = xf—x—a(Ax*—b) +a(Ax—b)

X" —x = (6§ —aA)(x"—x)
ek+1 ek

ot €* est le vecteur d’erreur a Uitération k et & est la matrice identité.

Pour finir I'analyse de convergence, il faut utiliser quelques résultats classiques de
I’algebre linéaire et écrire

[l < |6 — aA] [le"]

2Les propriétés de la méthode de la plus grande pente utilisant un pas optimal sont fort semblables.
L’optimisation locale du calcul du pas n’apporte pas une amélioration réelle de la convergence.
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ol les normes d’un vecteur et d’'une matrice sont définies respectivement par :

[ul = vu-u,

| Au|
Jul

||A|| = INaXyeRrp

Il faut aussi se rappeler que la norme d’une matrice vaut la plus grande de ses valeurs
propres pour écrire finalement une expression permettant de sélectionner une valeur de «
n’entrainant pas la divergence de la méthode itérative.

Oé)\mam S 2 (410)
N 2
(e
A

max

En prenant comme valeur de oo = 1/\,142, 0on effectue un choix qui semble optimal et
on obtient que la norme :

)\ .
(5 N A - 1 min
|5~ aA] -
(4.11)
= 1= 1
- K(A)

ou k(A) est le nombre de condition ou conditionnement de la matrice A. On peut
maintenant estimer le nombre d’itérations n requis pour réduire la norme de l'erreur
initiale ||eg|| d'un facteur € > 0 donné. En d’autres mots, il s’agira de trouver n tel que

() =

log(1) g—m%of &D

log($)r(A) < n



Nous pouvons en conclure que le nombre requis d’itérations dans la méthode de la
plus grande pente avec un pas « choisi de maniere adéquate est proportionnel au condi-
tionnement de la matrice et au nombre de décimales dans le facteur de réduction €. Or,
la matrice générée par la discrétisation d’un probleme elliptique du second ordre par une
méthode d’éléments finis classiques a un conditionnement qui est de 'ordre de h=2. En
d’autres mots, plus le maillage sera fin pour un probleme donné, plus grand sera le nombre
d’itérations requis et cela de maniere quadratique. C’est un tres mauvais résultat !

4.2.2 Méthode des gradients conjugués

Nous allons maintenant esquisser une présentation d’une méthode itérative nettement
plus efficace. Il s’agit de la méthode des gradients conjugués. Dans cette méthode, les pas
sont choisis de maniere optimale et les directions de recherche sont conjuguées au sens
suivant

d'-Ad’ =0 i #

Comme la matrice A est définie positive, on peut observer que ceci définit un produit
scalaire pour les vecteurs de R™. On peut également observer qu’il est possible d’en
déduire une norme énergétique. On voit donc qu’on utilise ici fondamentalement une
approche semblable a celle qui a été sous-jacente a la théorie des éléments finis...

La méthode des gradients conjugués est définie par le schéma suivant

i < rFrk >
a P e —
< AdFrk >

I.kJrl — I‘k + OékAdk
Bk < I‘k+11‘k+1 >

N < rkrk >

X = xk 4 okgh
dk+1 — rk+1 —l—ﬁkdk

On utilise comme premiere direction d° = r® et donc 'opposé de la direction de la plus
grande pente. En pratique, comme la direction de descente est multipliée par un facteur,
on aurait aussi pu sélectionner le résidu dans l'algorithme de la plus grande pente et
calculer un coefficient optimal qui aurait alors été négatif : c’est donc juste une question
de convention.

Il est important d’insister sur le fait qu’il est parfaitement possible d’évaluer en calcu-
lant directement tous les vecteurs a un niveau local et de n’assembler que des expressions
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vectorielles ! En d’autres mots, il n’est pas requis de construire la matrice globale A.

Si nous comparons ces expressions avec celles de la méthode de la plus grande pente,
on observe que 'on choisit un pas optimal et que la nouvelle direction de recherche est
maintenant une combinaison linéaire de la précédente et du nouveau résidu. On peut
également observer que cette combinaison linéaire est réalisée de maniere & ce que d”
soit conjugué a d*~'. Il serait ensuite possible d’effectuer une étape essentielle dans la
compréhension de cette méthode en remarquant que d* est également conjuguée avec
toutes les directions précédentes. Mais cela sort du cadre de cette introduction.

Par contre, il est essentiel de savoir qu’il serait a nouveau possible d’évaluer le nombre
d’itérations requises pour réduire la norme de lerreur initiale ||ey|| d’'un facteur € > 0
donné. Une analyse permettrait d’obtenir le résultat suivant

2

On y observe que le nombre requis d’itérations est maintenant proportionnel a \/x(A).
Résultat qui doit étre comparé avec la proportionnalité a (A ) dans le cas de la méthode
de la plus grande pente. Ainsi, la méthode des gradients conjugués est de loin plus rapide
et efficace que la méthode de la plus grande pente. A nouveau, pour une application
de type éléments finis, le nombre d’itérations sera de l'ordre de h™! pour les gradients
conjugués et de l'ordre de h=2 pour la méthode de la plus grande pente.

Le principe de I'algorithme est le suivant :

xkl = xk 4 qkdk avec o tel que < r*tlrk > = 0

dit = ko pRgh avec ¥ tel que < d*1AdF¥ > = 0

On peut montrer qu'un tel algorithme converge en (au plus) n étapes pour une matrice
définie positive.
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Calcul de oy,

xFl = xF 4 ofdb
{ En multipliant par A et en soustrayant b
it = rF 4 akAdF

{ En effectuant le produit scalaire avec r¥

<"tk > = < rhrh > 4of < rFAdF >
—_——
=0
L { < rhrk >
af =
< AdFrt >

Calcul de ;.

On observe tout d’abord que

dk — I‘k + /kaldkfl
{ En effectuant le produit scalaire avec Ad¥

<dfFAd* > = <rFAdF > 4+ 1< dFADYT! >
N’
=0

<d*AdF > = <r*AdF >

Ensuite, on refait la méme opération pour l'itération suivante :
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dk+1

rk+1 + Bkdk

J En effectuant le produit scalaire avec Ad*

<d"Ad* > = <rFtAdF > 85 < dFAdDF >
N’
=0

B J < rFt1AdF >
b T < drAdF >

Car rFtl — pF = ok AdF

=0

1 < phtlphtl 5 phtlph 5

ok < d*AdF >

Car < d*AdF >=< rFAdF >

1 < rk:-‘rlrk—f—l >
ok < rkAdk >

k_ <rkrk>

Car a T < AdFrk >

< I.k+1rk+1 >

< rkrk >

Implémentation

Finalement, I'implémentation a réaliser est la suivante :
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i < rkrk >
of = ——
< AdFrk >

it = ¢k 4 ok AdY
o < phHlphtl S

n < rkrk >

<kl = xk 4 okgk
dk:+1 — I‘k+1 +Bkdk

Attention, on n’effectue pas le produit matriciel Ad*, mais on assemble un vecteur s =

AdF, tout comme on assemble un vecteur r* = Ax* — b | Tout 'intérét d'un algorithme
itératif est de ne pas nécessiter le stockage d’'une matrice de grande taille : c’est une
implémentation matriz-free qu’on veut réaliser :-)

4.2.3 Préconditionnement

Reprenons notre probleme de minimisation (4.4).

Trouver x € R” tel que

J(x) = ming c g (3v-Av—b-v)

J(v)

Introduisons maintenant une matrice carrée E non singuliere et introduisons également
le changement de variable

Y By (4.12)

Il est alors possible de réécrire notre fonction a minimiser en terme de y
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et d’écrire un nouveau probleme de minimum

Trouver y € R" tel que

- 1 ~ o~
J(y) = miny ¢ gn (§V -Av—b- V) (4.13)
J(v)

Il est évidemment possible d'utiliser notre méthode des gradients conjugués sur ce
nouveau probleme en lieu et place du probleme original. Jusqu’a présent, il semble qu’on
ait simplement remplacé un probléme par un probleme strictement équivalent... Toutefois,
la démarche peut devenir tres intéressante si kK(A) < k(A). En effet, la méthode itérative
convergera beaucoup plus vite sur le nouveau probleme que sur le probleme original.
Evidemment, une nouvelle question arrive : comment choisir cette fameuse matrice E ?

Observons tout d’abord que I'application de la méthode de la plus grande pente pour
le probleme modifié implique que

vy = y* —a(Ay* —b)

x 1 = x* —aE'ET(Ax* - b)
—_——

C—l
ol C est définie comme étant ETE. En d’autres mots, appliquer la méthode de la plus

grande pente sur le probleme modifié est équivalent a appliquer le schéma suivant sur le
probléme original

x" = x" — aC7!(Ax" — b) (4.14)

On dira que le schéma (4.14) est la version préconditionnée de la méthode de la plus
grande pente, avec la matrice C comme préconditionneur. Pour obtenir x**! & partir de
x¥ il faut résoudre un systeme linéaire de la forme
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C(x* —x*) = —a(Ax* —b) (4.15)

Il est maintenant possible d’énoncer les propriétés souhaitées pour le préconditionneur
C=E"E:

e Tout d’abord, le conditionnement de E-TAE~! doit étre le plus proche de 'unité.

En tous cas, il doit au moins étre nettement plus modeste que le nombre de condition
de A.

e Résoudre un systeme Cx = b doit étre économique, par rapport au systeme original.

e Obtenir le préconditionneur doit étre peu couteux.

Ces demandes sont contradictoires et difficiles a satisfaire et ¢’est souvent I’art du numéricien
et I'expérience accumulée qui permettent de trouver de bons préconditionneurs. Il s’agit
parfois de secrets de fabrication que les concepteurs de logiciels ne dévoilent pas aux
utilisateurs.

A titre d’exemple, supposons que 'on choisisse comme préconditionneur A. On ob-
serve qu’un tel choix permet d’obtenir le meilleur conditionnement possible. En effet, on
peut alors montrer que E correspond a la matrice B7 de la décomposition de Cholesky et
que la matrice modifiée A n’est rien d’autre que la matrice identité ! Par contre, résoudre
Cx = b est strictement équivalent a résoudre le systeme original. En d’autres mots, on
converge en une itération, mais pour effectuer cette itération, il faut résoudre le probleme
original.

Un compromis relativement efficace est d’avoir un préconditionneur C = ETE avec
une matrice E la plus creuse possible afin que la résolution du systeme Cx = b soit tres
économique. Par contre, on souhaite qu’elle ne soit pas vraiment totalement creuse ou
diagonale, car il faut que ETE soit une relative bonne approximation de A. Une facon
de réaliser ce compromis est d’exiger que E ait exactement la méme structure creuse
que celle de A. En d’autres mots, nous acceptons qu'un élément e;; puisse étre non nul
uniquement si I'élément correspondant a;; est non nul : on interdit au phénomene de
fill-in de se réaliser. Avec un tel préconditionneur, on peut alors réaliser une élimination
gaussienne modifiée ol les éléments non nuls, apparaissant dans le processus d’élimination
a des destinations interdites, sont froidement remplacés par des zéros. Une telle procédure
appellée factorisation incompléte requiert seulement un nombre d’opérations de 'ordre de
O(n) et permet d’obtenir une factorisation approchée de la matrice correspondant souvent
a une réduction exceptionnelle du nombre de condition.
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Chapitre 5

Théorie de la meilleure
approximation

Dans ce chapitre, nous donnons une petite introduction a la théorie mathématique sous-
jacente a la méthode des éléments finis appliquée a des problemes elliptiques. Typique-
ment, il s’agit de la conduction thermique, de ’élasticité linéaire, la théorie des cordes et
des membranes ainsi que la théorie des poutres et des coques. Tous ces problemes peuvent
étre écrits sous la formulation abstraite suivante :

Trouver u € U tel que

a(v,v) — b(v), (5.1)

=~
S
[
E.
=
4
m
N
N =

J(v)

oll nous n’avons pas rigoureusement défini ’espace U jusqu’a présent.

Nous allons d’abord introduire le concept d’espace d’Hilbert pour lequel il existe un
théoreme d’existence et d'unicité de la solution d’un probleme elliptique. Ensuite, nous
introduirons les espaces de Sobolev et quelques résultats théoriques liant ces espaces aux
espaces usuels de fonctions C™(€2). Les espaces U et U apparaitront comme des exemples
d’espaces de Sobolev et d’Hilbert. Ces espaces et les résultats théoriques qui y sont associés
permettront alors de construire des bornes ou des estimations de ’erreur de discrétisation.

Dans la recherche d’une solution approchée, il est toujours souhaitable de pouvoir
estimer l'erreur afin de donner le degré de fiabilité de la solution discrete obtenue. On
distingue deux types d’estimation pour l'erreur :

e On peut estimer a priori 'erreur avant de calculer la solution discrete. Une telle
estimation sera relativement imprécise et ne fournira que des informations sur le
comportement asymptotique ou le taux de convergence de 'erreur de la méthode
numérique.
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e On peut aussi estimer a posteriori 'erreur apres avoir calculé la solution discrete
dont on pourra maintenant tenir compte. Une telle estimation sera clairement plus

fiable.

5.1 Espaces d’Hilbert

Avant d’introduire le concept d’espaces d’Hilbert, effectuons quelques rappels élémentaires
d’algebre linéaire. Soit U un espace vectoriel muni d’une norme || - ||. Considérons une
forme bilinéaire et symétrique a et une forme linéaire b.

b est une forme linéaire si b(au + Bv) = ab(u) + £b(v)
Va, 8 € R,Yu,v e U

a est une forme bilinéaire si alau + fv,w) = aau,w) + fa(v, w)
a(w, au + pv) = aa(w,u) + fa(w,v)
Va, 5 € R,Yu,v,w € U

Pour de telles formes linéaires ou bilinéaires, on dit habituellement :

a est une forme symétrique si a(u,v) = a(v,u) Yu,v el

b est une forme continue si 3¢ >0 tel que |b(u)| < ¢ [jull
Yuel

a est une forme continue si 3¢ > 0 tel que |a(u,v)| < c |[u|| [|v]|
Yu,v € U

a est une forme coercive ou U-elliptique si 3 a > 0 tel que a(u,u) > a |lul?

Yu el
a est une forme définie positive
ou est un produit scalaire pour U si a symétrique,
a(u,u) >0 Vu#0el

a(u,u) =0=u=0

On peut montrer que la discrétisation d’équations aux dérivées partielles de type
elliptique par la méthode de Galerkin engendre une forme a continue et coercive pour la
norme || - || de I'espace fonctionnel dans lequel on recherche la solution. La continuité et

108



la coercivité impliquent que la forme a est définie positive et définit un produit scalaire
et une norme particuliere définie par

<u,v >, = a(u,v),
(5.2)

ol = a(v,v)

Par contre, le fait que a soit définie positive implique seulement le fait que a est
continue et coercive par rapport a la norme énergétique || - [|«. Un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire et de la norme qui y est associée est qualifié d’espace d’Hilbert si
cet espace est complet pour la norme considérée!.

Inégalité de Cauchy

Une des propriétés utiles (et qui sera donc souvent mise a contribution) du produit scalaire
< .,.> associé a une norme || - || est I'inégalité de Cauchy :

<w,v > < lul| of (5.3)

L’inégalité de Cauchy est obtenue en considérant simplement une combinaison linéaire
de deux éléments u + Av (A est un réel quelconque):

0 < <u+A,u+ v >

0 < <u,u>+2\<u,v>+N<v,v>

L’expression de droite est un polynome du second degré en A\ qui sera toujours positif
seulement si son réalisant (< w,v >? — < u,u >< v,v >) est strictement négatif. Cette
condition correspond simplement a 'inégalité de Cauchy.

Théoreme d’existence et d’unicité de Lax-Milgram

L’intérét majeur de travailler dans un espace d’Hilbert est de disposer alors d’un résultat
théorique d’existence et d’unicité sous la forme du théoreme de Lax-Milgram.

1Un espace U est complet pour une norme || - || si toute suite de Cauchy par rapport a || - || converge.
Oui, mais c’est quoi une suite de Cauchy ? Une suite de Cauchy {uj,us,...} est une suite telle que
Vednl|u —uj|| <e, 4,7 >n. Oui, mais c¢’est quoi une suite qui converge ? Une suite {u1,us,...}
converge vers u si ||lu — u;|| = 0 lorsque i — oo. Notez que si le concept d’espace complet ne vous
intéresse absolument pas, vous pouvez l'oublier et vous contenter de considérer bétement un espace
d’Hilbert comme un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Mais, évidemment, c’est moins joli d’un
point de vue intellectuel...
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Si U est un espace d’Hilbert
a est une forme bilinéaire continue et coercive
b est une forme linéaire continue,

Trouver u(x) € U tel que (5.4)
alors, le probleme abstrait ’

a(@u) = b@), Vaeu,

a une solution unique
qui dépend contintiment du terme source b (||ul| < £|[b]).

ou la norme d’une forme b est définie par ’expression

[b(v)]

bl| = )
H ” SUpP, ey H,UH

Pour le lecteur vraiment intéressé, la démonstration du théoreme de Lax-Milgram est
fournie dans le livre de Ciarlet (pages 8-9). Toutefois, pour pouvoir utiliser ce théoreme
en toute rigueur, il faudrait, pour chacune de nos applications, définir précisément ’espace
utilisé (ce qui est relativement intuitif) et démontrer que a est bien continue (en général,
c’est trivial) et coercive (ce qui est souvent plus laborieux).

5.2 Espaces de Sobolev

Nous allons maintenant introduire les espaces d’Hilbert qu’il est naturel d’employer pour
la formulation variationnelle de problemes aux limites. Tout d’abord, commencons par
introduire I'espace des fonctions carré-intégrables sur 2.

Ly(Q2) = {vtel que < v? > < oo} (5.5)

ol notre notation < - > représente toujours l'intégration sur le domaine 2. Cet espace
Ly est un espace d’Hilbert? avec le produit scalaire < >. Une fonction typique de Ly
apparait comme une fonction continue par morceaux, éventuellement non bornée, mais
dont I'integrale du carré est bornée.

Il est ensuite possible de construire une famille d’espaces de la maniere suivante.

H™(Q) = {vtel que D% € Ly(Q), |a] < m} (5.6)

2Pour vraiment apprécier la définition de Lo et réaliser que cet espace est complet, il faudrait introduire
la notion d’intégrale de Lesbesgue.
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ol la notation multi-indicielle D®v pour £ C R™ représente :

Oo1toetFan,,

Da?j = ax‘f‘lﬁang Do YVaa = ((1/17 9, ... ,an)
ol = YL

Ces espaces H™ sont les exemples les plus connus d’espaces de Sobolev. En d’autres
mots, ces espaces contiennent les fonctions dont les dérivées jusqu’a ’ordre m sont carré-
intégrables. Il est clair que H™(Q) € H™(Q) et que H(Q) = Ly(Q2). Ces espaces per-
mettent d’introduire une caractérisation rigoureuse de 'idée intuitive de fonction “lisse”.
Ainsi, certaines singularités sont exclues par le critere d’integration au carré. Typique-
ment, sur un intervalle ouvert 2 =0, 1], on notera que z~*/* appartient & Ly, mais que
=2 n’y appartient pas °.

Il est aussi important de noter que les dérivées introduites dans la définition des
espaces de Sobolev sont des généralisations du concept habituel de dérivées. Typiquement,
on utilise des dérivées au sens des distributions : par exemple, la dérivée faible d’une
fonction échelon est la distribution de Dirac, mais ceci sort largement du cadre de cette
introduction. On peut observer que la distribution de Dirac appartient en fait & H 1,
espace qui contient les distributions dont les primitives au sens des distributions sont
carré-intégrables.

Finalement, on peut démontrer que les espaces de Sobolev H™ sont des espaces de
Hilbert pour le produit scalaire et la norme associée données par :

<V,W >, = Z /DavDawdQ.
jatj<m 7 (5.8)
|lw|?, = <w,w>,, .

La notation < .,. > introduite dans les chapitres précédents correspond maintenant claire-
ment au produit scalaire associé & H(2). En général, lorsque nous omettons de le préciser,
on parlera des normes et du produit scalaire associé a H°(Q) = Ly(€2). Typiquement, on
parlera de norme et de produit scalaire de Ls.

Théorémes d’immersion de Sobolev

Une derniere question qu’il convient de considérer est la relation entre les espaces de
Sobolev et les espaces classiques C*(€2) contenant les fonctions dont les dérivées jusqu’a
lordre k sont continues. La réponse est fournie par un des théoremes d’immersion de
Sobolev :

3Sans rire, ceci vous est laissé & titre d’exercice...
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Si QCR",
2k > n,
(5.9)
alors H*(Q) Cc {w we C%Q)
de |Jw(z)| <e, VreQ}

Ce théoreme déconseille (a juste titre, d’ailleurs) d’imposer une force ponctuelle sur
une membrane dans le cas bidimensionnel, si on souhaite conserver une solution continue.
En effet, la solution d’un tel probléeme appartient seulement a 1'espace H'({)) et comme
I'inégalité 2k > n du théoreme n’est pas satisfaite, la continuité de la solution n’est pas
garantie. En pratique, la solution analytique d’un probléeme de membrane sous charge
ponctuelle tend vers une valeur infinie en ce point et n’y est donc pas continue. Ceci
contredit ’hypothese de petits déplacements que contient implicitement le modele a la
base des équations. Par contre, imposer une charge ponctuelle sur la corde est acceptable,
car dans le cas unidimensionnel, le lien entre les espaces de fonctions continues d’ordre m
et les espaces de Sobolev est nettement plus fort :

Si QCR,

alors H*1(Q) c{w we C¥Q), (5.10)
|

de Jw(z)| <e¢, VreQ}

Probleme elliptique modele : vérification détaillée des hypotheses

A titre d’exemple, considérons simplement le probleme elliptique modele défini & partir
de I’équation de Poisson.

Trouver u(x) € U tel que

J(u) = miny ¢z (% alv,v) — b)), (5.11)

) J(v)
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ou nous définissons maintenant les espaces et les formes comme suit :

U = {we HY(Q) et w=0sur 9N}
a(u,v) = <Vu-kVuv>

bu) = < fu>

ou k est une constante positive et f est une fonction quelconque de L,. Pour montrer
'existence et 1'unicité du probleme abstrait défini par (5.1), il faut montrer que af(-, ) est
un produit scalaire pour 'espace U.

Il est évident que a est bilinéaire et symétrique. On obtient immédiatement la conti-
nuité de a en observant que

|a(u, v)|

IN

IV ullo [V0llo

A

<y flolly

Pour obtenir la coercivité de a, il suffit de montrer qu’il existe une constante C' telle
que ||v|lo < C||Vo||oVv € U. Pour éviter les aspects techniques, nous allons nous limiter
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ici au cas unidimensionnel 4 ® et écrire que :

“dv
v(x) —v\_(%)/ = /0 %(t)dt Vo e Q

Par 'inégalité de Cauchy < v, 1 >< v, |11

x T /d 2
(w(@)? < /dt (é(t)) dt Vi eQ
0 0
\V—/ ~ v
SO %y
= Tz "°

En intégrant sur 2

dv
Joll§ < Clll@ll%

dv dv
ke (1ol +1218) < kISR
——

N J/

ol alv,v)
Il est utile de noter que nous avons besoin de la condition a l'extrémité v(0) = 0, pour
pouvoir controler la norme de la fonction a partir de la norme de la dérivée. En d’autres

mots, on a besoin d’un point fize. On obtient ainsi la raison mathématique sous-jacente
a I'intuition physique que I'espace I'p ne peut étre vide.

5.3 Estimations d’erreur a priori

L’obtention de 'estimation d’erreur a priori est effectuée en deux étapes :

e D’abord, nous allons obtenir une borne d’erreur sur l’erreur commise € = u — " par
I'interpolation " de la solution exacte u dans un sous-espace U" C U

4La preuve pour le cas bidimensionnel est obtenue de maniére totalement analogue.

5Dans les majorations, toutes les constantes seront simplement notées C, méme si elles sont différentes
d’une ligne a 'autre. En général, lors de chaque majoration, de telles constantes grandissent ou diminuent
progressivement rendant le résultat final de moins en moins utile, pour le numéricien. Bref, se méfier
parfois de 1’élégance trompeuse de certaines démonstrations...
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e Ensuite, nous montrerons que u" est la meilleure approximation de la solution
discrete et que son erreur e = u — u” est donc inférieure a Ierreur d’interpolation €
et donc aux bornes de cette erreur d’interpolation.

5.3.1 Erreur de l'interpolation : lemme de Bramble-Hilbert

Afin de tenter de rester simple, limitons-nous au cas unidimensionnel et considérons une in-
terpolation polynomiale par morceaux de degré p d’une fonction u appartenant a CP*1().

n

@"(x) =Y ulX;), 7(x) (5.12)

J=1

Sur I’élément parent Q, on écrit la relation suivante pour une dérivée i < p de 'erreur
d’interpolation évaluée en tout point & :

de d'u B d'u
d¢t a¢t dg

En ajoutant et soutrayant u’ qui est le développement en série
de Taylor d’ordre p de la fonction u autour de &

div  dvt dut

& g T ag  dg

Car I'interpolation d’ordre p de u! est lui-méme

div  dut dwt

& g T g dg

div  dut P - _ o d'p;

- d¢i - ¢ + ‘ (u () _U(Hj)) dci
7=0 N )

<C

En vertu du théoreme du reste du développement de Taylor

drtly

S C max W

£e)

On peut alors en déduire le résultat classique pour I’estimation de l'erreur d’interpolation
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comme suit

N & odiediE
L e
Bl = 3 [ G
= > ko
— 2 . dé‘idfi ’

2

dg,

1

33 [ e

e=1 i=0 -1

Pty
d§p+1

IA
Q

2
drtly

dmp-i-l

z,

Z(g)l—zz‘(%>1—2(p+1)/ max,cq,

Qe

IA
Q
WE

N m
< CPY N (BPET Il

Observons a nouveau que la constante C' (qui est le méme symbole pour alléger les nota-
tions) grandit lors de chaque majoration et peut donc rendre totalement inutilisable une
telle estimation. En faisant tendre la taille de 1’élément vers zéro, on obtient 1’estimation
asymptotique suivante

[Ellm < CAPF a4,
(5.13)
lorsque h tend vers 0.

En général, nous ne connaissons ni la constante, ni la norme de la solution exacte dans
ce résultat. Il faut également mentionner que ce résultat suppose que la solution exacte
appartient a I’espace de Sobolev d’ordre p 4+ 1. Toutefois, ce résultat nous fournit le taux
de convergence asymptotique de la méthode.

Pour une interpolation linéaire par morceaux, on peut écrire :

[ello < Co h? flull2,
[l < Cuhtulle,

lell. < Cuht lulla.

Ce qui signifie que 'erreur d’interpolation sur la valeur de u diminuera asymptotique-
ment de maniere quadratique, tandis que cette méme erreur sur la pente ou sur 1’énergie
diminuera de maniere linéaire.
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5.3.2 Théoreme de la meilleure approximation

Dans cette section, nous allons établir pourquoi la méthode des éléments finis fonctionne
parfaitement lorsque le probleme aux équations partielles peut étre identifié comme un
probleme elliptique. Dans ce cas, on peut montrer que la méthode fournira la meilleure
approximation possible de la solution exacte.

Rappelons que le probleme exact et le probleme discret peuvent étre écrits sous une
forme générique de recherche d’un minimum

Trouver u € U tel que

(5.14)
Trouver u" € U" C U tel que

J(u") = min 4

= uh % CL(Uh, Uh) - b(?}h),

.

J(™)

Ecrivons les conditions de stationnarité des deux problemes en choisissant une méme
fonction arbitraire 2" pour les deux problemes.

e Condition de stationnarité de la solution exacte u

a(u, @) = b(a), Vi e,

Car U" est inclus dans U ,
a(u, @) = b(@"), vah e U,

On voit qu’il est essentiel que les espaces discrets soient inclus dans les espaces
originaux. C’est le critere de conformité qui justifie 'introduction des éléments
hermitiens pour I’exemple de la poutre, ou d’éléments continus pour I'exemple de
la corde. Il est toutefois assui possible d’utiliser des éléments non conformes dans
des formulations mixtes.
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e Condition de stationnarité de la solution discrete u”

a(uh, @) = b(@h), vat e U*,

En notant l’erreur de discrétisation par e = u—u”, nous pouvons écrire que I'erreur est

orthogonale a tout élément de U" au sens du produit scalaire énergétique a(-,-). En effet,
en soutrayant les deux conditions de stationnarité entre elles, on obtient immédiatement :

(5.15)

De cette propriété d’othogonalité de l'erreur, on peut déduire le théoreme de la
meilleure approximation en énergie en écrivant simplement

alu—v"u—o") = alu—ul+ul =0 u—u+u —oh),

En vertu de la définition de e,

= ale+u —v" e+ ul — "),

En vertu de la bilinéarité de a,

= ale,e) + a(u’ —v" uh — ") + 2a(e,u" — ")

h

Car u — vP est un élément de U",

= afle,e) +alu" — " u" — ")

J/

-~

>0
> afee)
Il est alors possible d’énoncer le théoréeme de la meilleure approximation :
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Ju—otl > lu—u]l,  voteur,

(5.16)

e

On vient donc de montrer que I’approximation 1" est la meilleure approximation au
sens de la norme énergétique qu’il est possible de trouver dans l'espace discret. Deux
corollaires sont souvent utiles :

_ )2 — o h2 ho_ k|2 h h
Ju—v*[F = llu—u”|IS + [lu" = o"[5, Vot e U, (5.17)
e
]2 = llu—=u® 12 + u"|12, siut =u", (5.18)
e

Ces deux résultats permettent de réaliser une interprétation de la méthode des éléments
finis en termes géométriques dans l'espace U. Il suffit de représenter symboliquement
'espace U comme le plan dont l'origine est la fonction identiquement nulle, et les espaces
U" et U" comme des droites paralleles dont la premiere passe par l'origine. En accord
avec (5.16), u" est la meilleure approximation de u, puisqu’il s’agit de sa projection. La
méthode des éléments finis apparait comme une méthode de projection puisqu’elle permet
d’obtenir la projection d’une fonction totalement inconnue u, en connaissant uniquement
le probleme dont elle est la solution.

5.3.3 Lemme de Cea

Pour vraiment pouvoir tirer profit de (5.16), il faut encore établir que cette meilleure
approximation au sens de 1’énergie correspond également a une meilleure approximation
au sens de la norme usuelle de U, dans le cas qui nous concerne une norme de Sobolev.
Ceci est uniquement rendu possible par le caractere elliptique du probleme considéré qui
implique que la forme a est continue et coercive. En d’autres mots, il convient maintenant
d’observer que a() a bien le statut d’un produit scalaire et qu'un résultat obtenu pour
une telle norme est valable pour toutes les autres normes de 1'espace U.

119



On observe ainsi

lel* < Zllellz < Zlelz < slel?,

En vertu de la continuité de a,

En vertu de la coercivité de a,

On obtient ainsi ce qui est connu comme le lemme de Cea

leli* < 2 llell®

Car u” est la meilleure approximation énergétique,

(5.19)

C’est la derniere brique de 1’édifice mathématique permettant d’obtenir une estimation

d’erreur a priori. Il suffit en effet alors d’observer

lell7, < €z < &% R ju7,,

En vertu du lemme de Cea,

Estimation de 'erreur d’interpolation,

Ce qui permet d’obtenir ’estimation classique de ’erreur d’'une méthode d’éléments

finis pour un probleme elliptique

lell?, < £ C* R2EHlu|Z,

(5.20)

A nouveau, lorsque la solution exacte n’est pas suffisamment réguliere pour appartenir

a HPT! il n’est alors possible que d’écrire

lell7, < & C pAmmEFL=m |y 2,
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ou r correspond a l'indice de I’espace de Sobolev d’ordre le plus élevé contenant la solution
exacte. Ce nombre r caractérise la régularité de notre solution. On voit ainsi que si la so-
lution n’est pas suffisamment réguliere, on perdra tout le bénéfice du taux de convergence
exponentiel des méthodes d’ordre élevé ©.

5.4 Estimation d’erreur a posteriori

Nous souhaitons a présent calculer une estimation de I'erreur a posteriori afin d’avoir une
idée plus précise de la fiabilité de notre solution discrete apres I’avoir obtenue. Supposons
donc que nous ayons un maillage composé de N éléments €2, couvrant le domaine €2 et
que nous disposions de la solution discréte u” pour ce maillage et le probleme elliptique
modele décrit par :

Trouver u(x) € U tel que

< (Vu)-(kVu)> = <uf>, Yuel,
~ ~ - ——
a(, u) b(u)

(5.21)

Trouver u"(x) € U" tel que

<(V@") - (kVu) > = <@ f> Vi eu’
N ~~ d ———r
a(@", u) b(a")

On déduit immédiatement que l'erreur de discrétisation e(x) satisfait a la relation :

a(@u—u") = —a@u")+b@), Vaiel,
e

Nous souhaitons maintenant évaluer de maniere approchée les normes énergétiques

6Au grand dam de nombreux chercheurs qui restent encore aujourd’hui attirés par le taux de conver-
gence théoriquement exponentiel des méthodes d’ordre élevé.

121



globale et locale de I'erreur de cette discrétisation données par

lu—u" |2 = alee)
e
N
=y / (Ve) - (kVe) dS,
e=1 Qe
ac(e,e)

N
= > lele.
e=1

et pour lesquelles, nous allons tenter d’obtenir des estimations a posteriori

eh

Q
SS
I

el
X (5.22)
0

e

Q

O = lell.a

Une maniere élémentaire de procéder est de construire une approximation e"* de I'erreur
e (ou une approximation u"* de la solution exacte u) dun ordre supérieur a celui de
'approximation u", et de résoudre le probleme discret qui y est associé. Cela consiste
par exemple & augmenter le degré de I'approximation et a comparer la solution u"* & la
solution u”. En appliquant (5.17) en considérant u"* comme la solution et u" un élément
quelconque de U+, on obtient immédiatement

[ =2 4 a2 = Ju—u Yt eut cum
—r —
2 2
(6") 0
" < 0

Ce qui est un résultat assez décevant, puisque l'estimation d’erreur a posteriori peut
théoriquement fournir une valeur nulle, alors que l'erreur réelle pourrait étre tres impor-
tante... Toutefois, en pratique, une telle approche fonctionne en général parfaitement
bien : I'exemple typique est la technique de raffinement successif des maillages et la com-
paraison des solutions correspondantes. Reprenons (5.17) et considérons des espaces U"+
de plus en plus grand, ou en d’autres mots, considérons la limite asymptotique de h+ — 0
si nous divisons chaque élément en sous-éléments (ou p+ — 0, si nous augmentons le degré
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des fonctions de forme) tout en gardant inchangé u". Nous pouvons alors écrire

Ju"* =D+ e = = e vut e Ut cutt
~~ 4 N ~~ o S——r
2 —0 62
(6")

En considérant la limite asymptotique h+ — 0

oh — 9

C’est déja plus sympathique : notre estimation convergera vers l'erreur exacte si nous
ajoutons suffisamment de degrés de liberté !

Le vrai défi est d’obtenir une estimation d’erreur qui soit une vraie norme de 'erreur
e, c’est-a-dire telle que
Cilells <0 < Chfe]|.

ou les valeurs des constantes doivent etre aussi proches de I'unité que possible pour que la
valeur numérique fournie par I’estimation d’erreur a posteriori soit pratiquement utilisable.
On parlera typiquement de sharp error estimations. Le second défi est d’estimer ensuite
I’erreur sur les données finales du calcul : erreur en un point spécifique, sur un flux global
de chaleur. Mais ceci sort du cadre de cet exposé.

L’inconvénient d'une telle approche est que 'estimation de I’erreur nécessite davantage
d’efforts que le calcul de la premiere solution. Toutefois, on peut obtenir plus efficacement
une approximation a posteriori de l'erreur. Il suffit de choisir un espace U"* des fonctions
de forme avec un support limité a un seul élément. Des telles fonctions de forme sont
appelées fonctions bulles. Dans ce cas, le calcul de 'estimateur d’erreur peut étre fait de
maniere locale sur chaque élément car toutes les équations associées aux degrés de liberté
présents sur un élément sont totalement découplées des autres équations. Il n’y a pas de
systéme global & résoudre. Toutefois, il faut désormais observer que U” n’est alors plus
inclus dans U"* : en d’autres mots, il n’est plus certain que l'estimation d’erreur ainsi
calculée convergera vers la vraie erreur.

5.4.1 Stratégies adaptatives

Une stratégie adaptative peut étre comparée a un paradigme de controle optimal dans
lequel l'erreur de discrétisation est controlée par un schéma adaptatif qui orchestre la
répartition de la taille des éléments afin d’obtenir un niveau de précision fixé a un cotut
minimal. Un tel objectif est obtenu avec un maillage qui présente une distribution uni-
forme de l'erreur.

Il convient donc tout d’abord de se fixer un objectif de précision 6. Ensuite la stratégie
adaptative peut étre vue comme la succession des étapes suivantes :
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1 On calcule une premiere solution discrete "
2 On estime a posteriori 'erreur 6".

3 Si #" > 0, nous raffinons le maillage afin d’atteindre I'objectif
de précision avec un nombre minimum de valeurs nodales.

4 On recalcule une solution discrete u"*! sur le nouveau maillage

et on recommence le processus jusqu’a satisfaction de I'objectif.

L’utilisation conjointe des estimations d’erreur a priori et a posteriori permet de pro-
poser une stratégie simple et efficace pour I'obtention totalement automatique de maillages
quasi-optimaux. Nous décidons de modifier le maillage en divisant chaque élément €2, en
un nombre n, de sous-éléments, nombre qu’il s’agit des lors de prédire.

e D’une part, on souhaite atteindre I'objectif de précision avec une distribution uni-
forme de I'erreur. Dans le cas unidimensionnel, cela revient a demander sur chaque
élément €,

92

02(n.) = ¥ (5.23)

ou la fonction 6.(n.) fournit la norme énergétique sur . de l'erreur lorsque cet
élément est divisé en n, sous-éléments.

e D’autre part, I'estimation a posteriori sur le premier maillage permet d’écrire
0%(1) ~ (6M)% (5.24)
e Finalement, on estime le taux de convergence asymptotique « de la norme énergétique

par 'estimation a priori et on peut extrapoler I’estimation a posterior:i lorsque 'on
introduira une nombre fixé de sous-éléments,

02(1) =~ h?*C?

2a
(E) C?* ~ n7% 6%(1)

Te

(5.25)
02(n)

Q

En éliminant 6.(n.) de (5.23), (5.24) et (5.25), nous déduisons que le nombre de sous-
éléments a introduire au sein de chaque élément €2, est ’entier le plus proche de

((N ) (09%)2 ) : (5.26)
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Exemple élémentaire

Considérons le probleme de la corde résolu avec des fonctions de forme linéaires. Nous
introduisons une unique fonction de forme supplémentaire pour u"* sur I’élément parent :

¢ = (1-81+9),

et la norme énergétique de l'erreur a posteriori est directement obtenue sur chaque élément
en calculant :

(—a(u® @' ")+ < f, okt >)
a(ght, ¢ih)

eh

Le taux de convergence @ = 1. On obtient donc le nombre de divisions a effectuer
dans chaque élément pour obtenir une erreur globale inférieure a # comme ’entier le plus
proche de
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Chapitre 6

Méthodes d’éléments finis mixtes

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept de méthodes d’éléments finis pour des
problemes elliptiques contraints. C’est une généralisation des résultats obtenus dans
les chapitres précédents. Comme exemples typiques, nous considérons successivement le
probleme de I'élasticité incompressible, le probleme de Stokes et le probleme du raccord
entre deux domaines non-conformes .

6.1 Problemes elliptiques sous contraintes

De nombreux problemes physiques peuvent étre modélisés sous 'hypothese d’incompres-
sibilité ou de conservation locale des volumes. On parle souvent de fluides ou de solides
incompressibles tels que le caoutchouc. En réalité, ceci est un peu abusif car 'hypothese
d’incompressibilité n’est qu'une approximation du comportement réel du matériau dans
un écoulement déterminé ou sous des contraintes déterminées.

6.1.1 Elasticité incompressible

En élasticité linéaire isotrope, la condition d’incompressibilité peut étre exprimée en ter-
mes du coefficient de Poisson v. Tous les matériaux ont un coefficient de Poisson compris
entre —1 2 et % Lorsque ce coefficient de Poisson tend vers %, la résistance au changement
de volume devient de plus en plus importante tandis que la résistance au cisaillement reste
constante. Ceci peut étre observé en calculant le rapport du module de compressibilité
k =tr(o)/(3tr(€)) et du module de cisaillement .

LCe dernier exemple n’est toutefois pas encore inclus dans la présente version des notes.

2Toutefois, les matériaux avec des coeflicients de Poisson négatifs sont assez exceptionnels puisque
Iétirement de tels matériaux provoque I'élargissement transversal ! Typiquement, il s’agit de mousses ou
de structures particulieres.
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2
k = )\‘l‘g,u,
ko 2(1+v)
po 3(1—2v)

On observe clairement que ce rapport tend vers Uinfini lorsque v tend vers 1. Ce cas
2

limite pose un probleme dans les équations usuelles de 1’élasticité linéaire compressible.
Dans I’équation de comportement d’élasticité linéaire

o b €+ by tr(e)d
= r
(1+v) (14+v)(1-2v) ’
N s N -~ 7
2u A

on voit que le coefficient de Lamé A tend également vers 'infini dans la limite incompres-
sible et qu’une formulation alternative est nécessaire. Typiquement, on écrira que

o = 2/€e — pd (6.1)

ou p = p(x) est la pression hydrostatique. Cette pression doit étre déterminée comme
une inconnue additionnelle du probleme aux conditions aux limites. Il y a évidemment
lieu d’ajouter également une équation supplémentaire qui est la contrainte cinématique
d’tncompressibilité qui s’écrit

V-u=0. (6.2)

Il peut étre ici utile de remarquer que (6.2) est équivalent & imposer que la trace du
tenseur des taux de déformations s’annule.

L’élasticité isotrope incompressible revient donc a résoudre le probleme aux conditions
aux limites :

Trouver (u,p) tels que

V'O’(U,p)—Ff = 0,

V-u = 0, Vx € Q, (6.3)
o(u,p)n = g, vx € 'y,
u = u* vx € I'p,

ou o(u) est donné par (6.1).

Dans le cas ou il s’agit d'un probleme ou l'on impose uniquement des déplacement
(Ty = 0), on a une condition de compatibilité sur les déplacements imposés u* a la
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frontiere que 'on déduit immédiatement de la contrainte d’incompressibilité

<V-u> = 0,

En appliquant le théoreme de la divergence,

<n-u>»> = 0.

Si le déplacement imposé a la frontiere ne satisfait pas (6.4), il n’y a pas de solution au
probleme (6.3). Sile déplacement satisfait (6.4), il y a une solution unique en déplacement,
tandis que la pression est indéterminée a une constante pres.

En élasticité incompressible sous 'hypothese de déformations planes, I'analyse que
nous avons développée peut étre reproduite lorsque le dénominateur (1 — 2v) tend vers
zéro. En tensions planes, le probleme ne se pose pas car le matériau élastique peut se
dilater dans la troisieme direction.

6.1.2 Ecoulements incompressibles rampants de fluides newtoniens

Le probleme de Stokes ou la modélisation d’écoulements stationnaires incompressibles
rampants de fluides newtoniens est totalement identique au probleme d’élasticité incom-
pressible isotrope. Seul, le sens physique des variables est différent.
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Conservation de la quantité de mouvement

V.o+f = p(v-V)v
0

l Hypothese des écoulements rampants,
Veo+f = 0

Conservation du moment de la quantité de mouvement

Loi de comportement du fluide newtonien

o = 2ud—pd

Cinématique

d = 1 (Vv+ (Vv)T)

Trouver v(x), p(x) tels que

V.o(v,p)+f = 0,
V-v = 0, Vx € (),
o(v,p)-n = g, vx € 'y,
AV V*, Vx c FD;

6.1.3 Formulation faible mixte

Nous pouvons maintenant effectuer un peu d’algebre a partir de (6.3)
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(6.5)

ol v, p, i et d sont respectivement la vitesse, la pression hydrostatique, la viscosité et le
tenseur des taux de déformations.

D’un point de vue mathématique, on observe bien que le probleme de Stokes est
strictement équivalent au probleme de 1’élasticité incompressible isotrope en écrivant :

(6.6)



<t - (V-o(up +£f)> = 0, Vi e,

En effectuant une intégration par parties,
En vertu du théoreme de la divergence,
En vertu de la définition de U

<t-n-oup >y—<(Vi):oup >+<a-f> = 0, Vi e .
g

On observe que cette procédure correspond presque exactement a ce qui avait été réalisé
pour la formulation usuelle. Toutefois, la différence majeure est que la tenseur de Cauchy
dépend maintenant de deux champs d’inconnues. Afin d’écrire une formulation faible,
effectuons encore un peu d’algebre avec le terme < (V) : o(u) > :

= =T s onT
< (Vu):o(u,p) > = < (Vu—l—2Vu + vu 2Vu > co(u,p) >

Car le produit dyadique d’un tenseur symétrique,
et d’un tenseur antisymétrique vaut toujours zéro,

- AVATIES vAT Ll
= <e@)ioup) > +< (——p) o(up) >

N J/
-~

=0

En vertu de la loi de comportement,
= <e(u): (2ue(u) — pd) >,

= <e€(u):2ue(u)>—-—<pVvV-u>.

La formulation faible ou variationnelle peut étre alors énoncée comme suit :
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Trouver (u,p) € U x P tels que

a(d, u) b(p, 1) /(1)
<€) 2ue(u)>— <pV-i> = <u-f>+<id-g>y, Viel, | (67)
—<pV-u> = 0 Vpe P,
N
b(p,u)

Cette formulation faible ne correspond plus a un probleme de minimisation, mais a un
probleme de minimisation sous contraintes, comme nous le verrons ultérieurement.

6.1.4 Formulation discrete mixte

La méthode des éléments finis consiste alors a écrire une approximation de u et p sous la
forme suivante

W) = YU
" (6.8)
Yo = Y P

ou Uj et Pj sont des valeurs nodales inconnues, tandis que 73 et 77 sont des fonctions de
forme spécifiées a priori et appartenant a ’espace U et P. On a volontairement utilisé
des fonctions de forme de type différent pour la pression et les déplacements. En effet,
on observera qu’il n’est pas possible d’obtenir une méthode numériquement stable si le
méme type de fonctions de forme est utilisé pour les deux champs d’inconnues.

La formulation discréte s’écrit :

Trouver (u", ph) € U" x P" tels que
(@ uh) b o) = f@Y,  vateu” (6.9)

b(p" u") = 0, vp" € P",

ol les espaces U" C U et U cu , PP C Pet Ph P sont les sous-espaces discrets définis
de la maniere habituelle.
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En nous restreignant sans perte de généralité a la dimension deux, il y a donc 2n +m
degrés de liberté pour définir un élément particulier appartenant au sous-espace discret
U x ph.

Le systeme linéaire correspondant au probleme discret est

Trouver U, FP; tels que

ZAij'Uj + ZBikPk = F,, i=1,n.
=1 k=1 (6.10)

> U; By = 0, [=1,m.
j=1

ou A,;; représente une matrice n x n dont chaque composante est elle-méme une matrice
2 x 2 composantes. La matrice B;; représente une matrice n x m dont chaque composante
contient un vecteur de dimension deux. Il en est de méme pour F; et U; dont chaque
composante est aussi un vecteur de 2 composantes.

Plus précisément, A;;, F;;, et B; sont définis par :

N _CL([TZU 0},[7']@ O]) CL([TiUO],[O TJUD
T laqo e o)) afo w1 0 )]

([ 0,7

By = , (6.11)
L[ 0 7] D)
-f([Tz'u OD

Fi =
| f(Lo 7 ])
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6.2 Probleme de minimisation sous contraintes

Afin de comprendre ce concept de minimisation sous contraintes, supposons que nous
souhaitions résoudre le probleme suivant :

Trouver U; tels que

n (6.12)
ZAijUj = E, 1= 1,n.

Ceci est la forme totalement habituelle d’un probleme de minimisation avec une matrice
A qui est évidemment définie positive. Ce probleme correspond a la minimisation de
I’énergie potentielle définie par

n n

> UAU; ZUF
1 j=1

=

Maintenant, ajoutons des contraintes sous les déplacements sous la forme discrete de
la contrainte cinématique d’incompressibilité :

Y UiBj=0, k=1m (6.13)

Physiquement, on peut imaginer de vouloir imposer d’autres types de contraintes. Par
exemples, on pourrait imposer de contraintes locales associées aux conditions de frontiere
(le déplacement d’un noeud est prescrit.) ou des contraintes globales (le déplacement
moyen de tous les noeuds doit valoir une constante.). Le probléme composé de (6.12) et
(6.13) est un probléme de minimisation sous contraintes que I’on résout classiquement par
la méthode des multiplicateurs de Lagrange ou par la méthode de pénalité.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Introduisons la fonction suivante que nous appellerons Lagrangien :

L(U;, Ay) = ZleAUU ZUF+ZZUBkAk (6.14)

=1 j=1 k=1 j=1

-~

J(U;)

Rendre l'expression de ce Lagrangien stationnaire est équivalent a la résolution de
notre probleme de minimisation sous contrainte. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire les
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conditions de stationnarité de L :

OL(U;, Ay) _
D ————— fry — 1

aUJ 07 j ? 7n
OL(Ui, Ax) B
a—Al = O, [l = 1, e, M.

Il est alors aisé d’observer que ces expressions sont tres semblables au probleme discret
contraint (6.10) avec Ay = P;. On peut encore écrire ce systeme sous la forme globale :

Aij By U; F;
: — (6.15)
B; 0 Py 0
—_———
Arun Z Fru

ol Ay est une matrice (n+m) x (n+m) et le vecteur d’inconnues Z ainsi que le membre
de droite F ¢,y de I'équation ont une taille (n+m). La matrice A,y est symétrique, mais
n’est plus définie positive 3. En d’autres mots, les conditions de stationnarité ne sont plus
équivalentes a un probleme de minimisation, mais a un probleme dit de point de selle.

Méthode de pénalité

La méthode de pénalité est une autre maniere d’obtenir la solution d’un probleme de
minimisation sous contrainte. L’idée consiste a reprendre la fonctionnelle J du probleme
non-contraint et de la pénaliser si la contrainte n’est pas satisfaite. Typiquement, on écrit

n n n m n 2
T(U) =3 N MUA U =Y UiFi+4£ ) (Z Uijk) : (6.16)
i=1 | k=1 \j=1

i=1 =1

-~

J(U:)
ou € est un tout petit nombre dont I'inverse pourrait étre interprété comme la constante de
raideur d’un ressort relié a un poids correspondant au non-repect éventuel des contraintes.

Les conditions de stationnarité de la fonctionnelle pénalisée sont :

0J.(U;) ,
— =0 =1,...,n.
aU] ? ] Y 7n

3Démontrer ceci est aussi laissé a titre d’exercice...
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et correspondent au probleme discret

Trouver U; tels que

ZAUUJ' + %ZBikZUijk = I 1=1,n.
J=1 k=1 j=1

On peut alors observer que ce probleme fournirait la méme solution que la formulation
mixte, si P, est donné par

P =1 "U;Bj. (6.18)
7j=1

Il est clair que lorsque € — 0, la solution du probleme (6.17) tend vers la solution de
U" qui minimise la fonctionnelle tout en satisfaisant exactement les contraintes. On en
conclut que plus petit sera e, meilleure sera ’approximation du probleme contraint.

Cette méthode semble tres attractive pour résoudre des problemes de minimisation
sous contrainte. Il ne faut pas introduire d’inconnues supplémentaires sous la forme de
multiplicateur de Lagrange et la matrice globale du systeme apparait étre symétrique
et définie positive. Malheureusement, la solution fournie ne va bien satisfaire les con-
traintes que dans le cas ou € est tres petit. Il faut donc choisir le parametre de pénalité
¢ suffisamment petit afin que les erreurs dues au non-respect de I'incompressibilité soient
négligeables. D’autre part, il ne faut pas le choisir trop grand pour éviter que des
probléemes numériques apparaissent dans le calcul a virgule flottante sur un ordinateur.

Typiquement, pour un probleme d’élasticité incompressible, la plupart des auteurs

suggerent de choisir ¢ tel que
1079 <en<1077,

lorsque l'on utilise du calcul en double précision (60 ou 64 bits pour la représentation
d’un réel). L’atout majeur d’une formulation en pénalité est une économie du temps calcul
grace a la réduction du nombre de variables. Par contre, son défaut est I’absence de valeurs
fiables de presssion, car I’équation (6.18) est inutilisable en pratique, puisque qu’elle cor-
respond a une fraction dont les deux termes tendent vers zéro, lorsque le parametre de
pénalité tend lui-méme vers zéro.

6.3 Sélection des espaces discrets dans une formula-
tion mixte

Dans la section précédente, un des résultats essentiels du théoreme de Lax-Milgram est
le fait que la solution dépend continuement des données. Ceci s’exprime sous forme de
I'inégalité de stabilité suivante :
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1
lull < ZIF1:

ol la norme d’une forme b est définie par I'expression

()]

vl

1FIF = sup,ey

Un tel résultat doit s’interpréter comme suit : une petite erreur due, par exemple, a
I'imprécision du schéma numérique ou des données n’aura qu’une conséquence d’amplitude
bornée sur la solution du probleme. En pratique, une telle propriété est indispensable pour
obtenir ce que les numériciens appellent la stabilité numérique d’une méthode.

Dans le cas particulier de ’équation de Poisson ou de I’élasticité linéaire, ’espace U
est un sous espace de H! et le résultat de stabilité peut s’écrire en terme de la norme || - ||;
associées a H*.

1
Julls < Z N fll

ou la norme d’une forme b est définie par 1’expression

_ |/ (v)]
||f”—1 = SUPyey ||?J||1 :

On voit ici que la stabilité numérique des méthodes d’éléments finis pour des problemes
elliptiques est garantie par le théoreme de Lax-Milgram. Mais tous les résultats sur la
stabilité numérique, les taux de convergence et les estimations d’erreur que nous avons
démontrés précédemment, sont essentiellement basés sur le fait que la solution discrete
minimisait I’énergie potentielle et ne sont donc plus d’application dans le cas d’un
probléeme contraint.

Toutefois, 'analyse de la convergence et de la stabilité d’une telle méthode mixte
n’est pas aussi compliquée qu’on pourrait le croire a priori. D’emblée, disons qu’une
telle analyse montrera qu’on ne peut pas choisir de maniere totalement arbitraire les
fonctions de forme pour la pression et les déplacements pour la formulation discrete (6.10).
Les espaces discrets de déplacements et de pression devront satisfaire a la condition dite
de Ladysenskaya-Brezzi- Babuska, ou condition LBB. De maniere rapide, cette condition
mathématique impose que les polynomes utilisés pour les pressions doivent étre toujours
d’un (ou deux) ordre inférieur aux polynomes utilisés pour les déplacements.

6.3.1 Condition de Ladysenskaya-Brezzi-Babuska

Considérons notre formulation discrete mixte (6.9) et analysons d’abord la stabilité de ce
probleme. Une condition naturelle de stabilité numérique devrait s’énoncer comme suit.
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Il devrait exister une constante C telle que si une solution (u”,p") € U" x P" satisfait
(6.9), alors

1
[y + [lp" [l < EHf’Ll (6.19)

ott les normes || - ||; et || - [lo sont les normes des espace de Sobolev H! et H® = L% Tl
s’agit bien des deux espaces dans lesquels on rechercherait naturellement les solutions du
probléeme faible mixte. La norme d’une forme b et la norme ||-||; d’un vecteur déplacement
v = (vy, Uy, v,) sont respectivement définies par les expressions

_ |f(v)]
HfH*l = SUPycy ||V||1 )
vl = \/ [ozl1F+ lloy 1T+ llv]I5.

Intuitivement, on souhaite qu'une petite erreur sur les données (ici, f) n’ait qu’'une
conséquence finie sur la norme de la solution du probleme mixte.

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible d’obtenir une inégalité (6.19), si
la condition dite de Ladysenskaya-Brezzi-Babuska est satisfaite. Cette condition appelée
aussi condition inf-sup s’énonce comme suit :

Il existe une constante Cpgp > 0 telle que

Ib(g", v")] (6.20)

oo = Ciss
V™12 g™ llo ’

lnfqh cph  SUDyhcyh

Sans perte de généralité, nous allons ici supposer que U" = U et P = Ph. En
prenant alors " = u” et " = p" dans la formulation discréte mixte (6.9), on peut écrire

) = f(ut),
- (6.21)

L’obtention de I'inégalité de stabilité a partir de la condition LBB se réalise en deux
parties.
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e En soutrayant les deux lignes de (6.21), on obtient :
au u) = f()

alaf < a(u'u®) = f*) < [fllallu’lh

En vertu de la coercivité de a, En vertu de la continuité de f,

Jul; < Lfl=

e En prenant maintenant la premiere ligne de (6.21), on écrit :

—b(p",u") = a(u" u") — f(uh)
b h7uh uh,uh uh
Cuoslp'lo < Supuhup—h)' < Supuhw + Supuh|f(h )
[[u”{|2 luhll; "
= Hf”*l
En vertu de LBB, Par définition,
<& fla

En vertu de la continuité de a,
puis de la coercivité de a,
et enfin de la continuité de f,

1 C
"o < @(EJFU 1Sl -1

On obtient ainsi finalement 1’expression globale de stablilité (6.19) souhaitée.

Plus précisément, on devrait parler de condition LBB discrete, car cette condition
s’applique aux espaces discrets. On peut toutefois aussi formuler cette condition LBB
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pour les espaces originaux U C H', P C L%. 1l a été démontré que la condition dite LBB
continue est toujours satisfaite pour le probleme de Stokes ou de I'élasticité incompres-
sible : le probleme faible est donc toujours stable par rapport a une éventuelle oscillation
parasite. Par contre, il faudra vérifier que cette stabilité numérique est préservée pour le
probléeme discret.

6.3.2 Estimation de la précision d’'une méthode mixte

Pour pouvoir réellement interpréter et utiliser la condition LBB, il faut tenir d’un second
résultat (que nous ne démontrerons pas %) et qui concerne la précision d'une méthode
mixte. Ce résultat peut s’énoncer sous la forme suivante :

Il existe une constante C' > 0 telle que

lu—u"|y +|p—2p"lo < CrLssC ( inf yngyn]ju — v (6.22)

+inf gepnllp = alo ),

Nous donnons ce résultat, car il est essentiel d’y remarquer la présence de la constante
de la condition LBB, et d’en conclure que parmi les éléments mixtes stables, certains
fourniront un résultat plus précis.

6.3.3 Interprétation pratique et utilisation de la condition LBB

Ces résultats théoriques ont des implications pratiques fondamentales dans la mise en
ceuvre d'une méthode d’éléments finis mixtes.

Supposons d’abord que nous ayons choisi un espace discret P* pour le multiplicateur
de Lagrange et essayons de voir les implications ou les conséquences de 1'élargissement
ou de la réduction de l'espace discret U". Typiquement, augmenter la taille de " en ne
modifiant pas P" entraine que la valeur du supremum pourra étre plus élevée et donc qu’il
sera possible d’obtenir une constante Cgp de plus en plus grande. A linverse, réduire
la taille de 4" en ne modifiant pas P" entraine que la valeur du supremum deviendra de
plus en plus petite et donc la constante C7,gg qu’il sera possible d’exhiber deviendra de
plus en plus modeste. Et méme, si on réduit de maniere excessive cet espace U”, il ne
sera plus possible d’exhiber une autre valeur que zéro... on aura alors un probleme discret
instable.

Quelle est la valeur optimale de Cgg ? Pour la précision, il faut pouvoir disposer
d’une constante Cppp la plus petite possible au regard de (6.22). Pour la stabilité, c¢’est

4La démonstration de cette proposition peut étre trouvée dans le livre de Brezzi et Fortin (p60).
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exactement l'inverse, plus la constante Cgp sera petite, plus une erreur sur les données
aura une influence importante sur les résultats. Mais si cette constante est nulle, on ne
pourra plus garantir la stabilité numérique du schéma !

Pour chaque combinaison d’espaces discrets (ce qu’on appelle habituellement un élément
mixte), il faut donc déterminer 1'ordre de grandeur de la constante Cypp pour prédire les
performances de la combinaison. Nous allons, ici, nous embarquer dans une des parties
les plus difficiles et les plus dangereuses de 'analyse des méthodes des éléments finis et
tenter de fournir quelques bribes sur de longues discussions et controverses de I’histoire
des éléments finis pour I’élasticité incompressible ou les écoulements incompressibles de
fluides. La question pratique pour I'ingénieur qui souhaite effectuer une simulation est :
comment choisir un élément mixte ou une approximation mixte 7 Ou en d’autres mots,
comment savoir si un élément mixte est efficace 7 La réponse n’est pas unique et dépend,
par exemple, de ce que le praticien acceptera comme aversion au risque. Certains éléments
bien que théoriquement instables restent extrémement populaires aupres des numériciens.

Pour conclure, nous fournissons une breve présentation des éléments mixtes triangu-
laires et quadrilateres utilisés dans la plupart des codes commerciaux actuels. Quelques
remarques préliminaires et un peu de terminologie sont donnés avant de fournir quatre
tables forcément incompletes et partielles des éléments les plus populaires.

Interpolation mixte ou interpolation de méme ordre ?

Tout d’abord, notons qu’il est possible de contourner la condition LBB en modifiant la
formulation discrete, mais cela c¢’est une autre histoire. En effet, il est possible en constru-
isant une formulation stabilisée d’'utiliser une interpolation identique pour les pressions et
les vitesses.

Cette démarche peut étre extrémement attractive et se base sur une philosophie sem-
blable a celle décrite dans le chapitre suivant consacré au probleme d’advection-diffusion.
Dans les deux cas, on transforme la formulation de Galerkin (ou les fonctions tests sont
les fonctions de forme) en une formulation stabilisée (ou les fonctions test ne sont plus
égales aux fonctions de forme). Nous ne décrirons pas cette approche dans le cadre d’une
formulation mixte, mais il est important de se rendre compte qu’elle existe et pourrait
étre une solution intéressante.

Pressions continues ou discontinues 7

Comme la formulation faible des équations fait intervenir une intégration par parties du
terme de pression, il est possible formellement d’utiliser une approximation discontinue
pour la pression. Une approximation discontinue pour les pressions ne permet pas de la
définir de maniere unique sur les segments entre éléments et est plus compliqué a mettre en
oeuvre. Par contre, seule une approximation discontinue des pressions permet d’avoir une
conservation locale de I'incompressibilité sur chaque élément, car une telle approximation
contient une fonction de forme constante ¢, sur ’élément €2, et nulle ailleurs.
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Ce qui permet d’écrire que

0 = <¢.V-u>,

= <V-u >0
(6.23)

En appliquant le théoreme de la divergence,

= <<n-u>q, .

et d’observer que I'incompressibilité est parfaitement satisfaite sur chaque élément.

Un peu de terminologie...

e Pour un triangle, une désignation P,, — P, signifie que nous utilisons une approx-
imation continue complete de degré m pour les vitesses, et de degré n pour les
pressions. Pour un quadrilatere, une désignation @,, — (), signifie que nous util-
isons une approximation continue complete dans chaque direction de degré m pour
les vitesses, et de degré n pour les pressions. Typiquement, ()1 et ()2 désignent des
approximations bilinéaires et biquadratiques.

e Pour une approximation discontinue, on utilise la notation P_,, pour une représentation
de degré n. Dans le cas des approximations constantes par éléments (et donc tou-
jours discontinues), on utilisera uniquement la notation Py qui ne souffre d’aucune
ambiguité.

e La notation P} désigne une approximation polynomiale compléte enrichie a laque-
lle on a ajouté des dégrés de liberté supplémentaires par le moyen de fonctions
bulles en général. La notation P, désigne une approximation polynomiale complete
réduite dont on a supprimé certains degrés de liberté supplémentaires par le biais
de contraintes algébriques.

e La notation P ;s ,, désigne la construction de sous-éléments linéaires en utilisant
les noeuds qui correspondraient a une interpolation de degré m.
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JAWON

LLB :

ok

P, — Py

Simple,
Précision linéaire seulement,
Stable, mais peu précis et donc inefficace.

JAVAN

LLB :

ok

P, — P (élément de Taylor-Hood)

Simple, I’élément “classique”,
Précis au second ordre,
Un des premiers éléments populaires.

JAVLN

LLB :

ok

P, — Py

Un peu plus compliqué que P, — Py,
Précis au second ordre,
Meilleur respect de 'incompressibilité que P, — P;.

AV

LLB :

ko

P, — P,

Instable, mais fournit parfois de bons résultats,
Précis au second ordre,
Respect strict de I'incompressibilité en tout point.

£ A

LLB :

ok

P — P, (élément de Crouzeiz-Raviart)

Stabilise P, — P_1, un “bon” élément,
Précis au second ordre,
Respect strict de I'incompressibilité en tout point.

JLWAN

LLB

. ok

P — P

Un “bon” élément avec des pressions continues,
récis au nd ordr
Précis au second ordre,
émarche en contradiction apparente avec P, —
D h tradict t P, — P
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JAVAN

LLB :

ko

P - P

Simple et donc tentant...
Toujours instable dans une formulation classique,
Utilisé seulement dans des formulations “stabilisées”.

JAWAN

LLB :

ko

P, —F

Simple,
Parfois instable mais fournit parfois de bons résultats,
Peu utilisé.

JAVAN

LLB :

ok

P — P (mini-élément)

Simple, mais peu précis,
Précision linéaire,
Fonction bulle cubique.

Vs WAN

LLB

. ok

PlisoQ_Pl

Le meilleur élément avec des vitesses linéaires
Précision linéaire,
Une version linéaire du “classique” P, — P;.
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LLB :

ok

QQ_PO

Simple,
Précision linéaire seulement,
Stable, mais peu précis et donc inefficace.

LLB :

ok

Q2 — 1 (élément de Taylor-Hood)

Simple, I’élément “classique”,
Précis au second ordre,
Un des premiers éléments populaires.

LLB :

ok

Q2 — @

Un peu plus compliqué que Q5 — Q1,
Précis au second ordre,

Meilleur respect de 'incompressibilité que Qo — Q1.

[oX@)

LLB :

ok

Q2 — Py

Stable et précis,
Précis au second ordre,
Probablement, le meilleur élément mixte.
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LLB :

ko

Q1 — @

Simple et donc tentant...
Toujours instable dans une formulation classique,
Utilisé seulement dans des formulations “stabilisées”.

LLB :

ko

1 — B

Simple,

Légerement instable, mais fournit parfois de bons résultats,
Détesté par les mathématiciens,

Légerement instable, mais parfois bien pratique.

[e)@)

LLB :

ko

Qf — P

Plus compliqué mais plus précis que Q1 — P,
Précision linéaire,
Fonction bulle quadratique.

[oX@)

LLB :

ok

Qs — P (mini-élément)

Compliqué mais stable,
Précision linéaire,
Fonction bulle quadratique.

LLB :

ko

Q; — 1 (un autre mini-élément...)

Idem mais avec une pression continue,
Précision linéaire,
Fonction bulle quadratique.

LLB :

ok

Ql 150 2 _Ql

Le meilleur élément avec des vitesses linéaires
Précision linéaire,
Une version linéaire du “classique” P, — P;.
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Chapitre 7

Méthodes d’éléments finis pour des
problemes d’advection-diffusion

Jusqu’a présent, nous avons appliqué la méthodologie des éléments finis a des problemes
linéaires elliptiques. Cela permettait d’obtenir des résultats discrets avec des propriétés
tout a fait satisfaisantes. Nous souhaitons maintenant considérer des problemes qui ont
un caractere hyperbolique prononcé, c’est-a-dire des problemes d’advection-diffusion avec
peu ou pas de diffusion. De tels problemes sont courants en mécanique des fluides, en
dynamique des gaz ou en propagation des ondes.

L’utilisation des éléments finis dans une formulation usuelle (c’est-a-dire application
de la technique de Galerkin) pour de tels problemes hyperboliques fournit souvent des
résultats inacceptables, contrairement a ce que nous avons observé dans le cas de problemes
elliptiques. Plus précisément, on observe que les méthodes classiques d’éléments finis pour
des problemes hyperboliques ne sont pas adéquates lorsque la solution exacte n’est pas
lisse. Sila solution exacte présente un saut ou une discontinuité, alors la solution discrete
sera polluée par des oscillations parasites méme a une grande distance du saut. C’est
évidemment une difficulté majeure puisque dans la plupart des applications avec des
équations hyperboliques, la solution présente des sauts ou des chocs.

Toutefois, la mise au point de nouvelles formulations pour les méthodes d’éléments finis
a permis de contourner partiellement cette difficulté et d’obtenir des solutions discretes
acceptables. Dans ce chapitre, nous présentons des techniques spécialisées pour utiliser
les éléments finis pour des équations avec un caractere hyperbolique prononcé.

Nous allons successivement considérer le cas d'une équation scalaire de transport
(ou équation purement hyperbolique du premier ordre), puis d’'une équation scalaire
d’advection-diffusion (ou formellement, une équation elliptique du second ordre qui con-
tient un terme hyperbolique du premier ordre trés important).
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7.1 Equation scalaire de transport

A titre d’exemple de probleme purement hyperbolique, considérons le probléeme suivant :

Trouver u(x) tel que
B-Vu = f, Vx e, (7.1)

u = 0, Veel_

ou l'inconnue u est un scalaire représentant, par exemple, une concentration, le vecteur
B = (B, By, B2) est une vitesse donnée qui peut éventuellement étre une fonction de la
position.

Les courbes caractéristiques d’une telle équation sont données par

dx

() = Bx5), (72)

ou s est le parametre de la courbe. Si nous supposons que B est Lipschitz-continu, on
peut montrer qu’en chaque point de €2, il passe une et une seule courbe caractéristique.
Il est donc possible d’obtenir la solution de ’équation scalaire de transport en intégrant
le long des caractéristiques, si une valeur de la solution est fournie sur la courbe de la
solution. C’est pourquoi on choisit classiquement d’imposer une condition aux limites sur
une partie de la frontiere (en général, le morceau par lequel les caractéristiques entrent
dans le domaine) qu’on notera I'_ et qu’on définira par

I'_ = {x €99 tel que n(x) - B(x) <0} (7.3)

ou n(x) représente la normale sortant en un point x de la frontiere.

Exemple vraiment élémentaire

Il est important d’observer que la solution du probléme (7.2) peut étre discontinue. Ainsi,
si la concentration prescrite sur I'_ présente un saut ou une discontinuité en un point x.,
alors la solution sera discontinue tout le long de la courbe caractéristique passant par x..
Afin d’illustrer ce point, considérons simplement I'exemple de R?

ou

ax(:lz,y) 0, 0<zr<2 0<y<2,
(7.4)
u0,y) = 1, 0<y<l,
u(0,y) = 0, l<y<2.
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Figure 7.1: Conditions aux limites pour une équation scalaire de trans-
port.

Cela correspond a B = (1,0) et f = 0. Les courbes caractéristiques sont ici toutes les
droites horizontales. La solution analytique du probleme est clairement donnée par

u(r,y) = 1, 0<z<20<y<l, 5)
) .

u(z,y) = 0, l<r<2l<y<?.

7.1.1 A propos de la méthode des caractéristiques

La résolution d’équations scalaires de transport dans un espace a plusieurs dimensions ou
d’équations vectorielles! de transport dans un espace a une dimension est trés souvent
réalisée par la méthode des caractéristiques. En pratique, cela revient a trouver les courbes
caractéristiques et ensuite a intégrer le long de ces courbes. Dans les deux cas, on fait
appel aux méthodes numériques d’intégration d’équations différentielles ordinaires : citons
a titre d’exemple, les méthodes de Runge-Kutta, Euler...

En théorie, c’est la meilleure approche pour des équations purement hyperboliques.
Toutefois, elle n’est pas facile a mettre en oeuvre pour la résolution d’un systeme d’équations
dans un espace a plusieurs dimensions et elle n’est pas utilisable dans le cas d’une équation
d’advection-diffusion. En outre, cette méthode des caractéristiques ne peut pas étre con-
struite sur un maillage d’éléments finis qui n’est pas aligné a priori avec les courbes
caractéristiques.

Nous allons donc maintenant tenter de construire une méthode numérique basée sur
une grille fixée. Typiquement, il s’agit de méthodes d’éléments finis ou de différences
finies. L’utilisation d'un maillage fixe permet une programmation plus facile du schéma
numérique, mais sera la source de difficulté numérique si la solution exacte n’est pas lisse

Leest-a-dire un systéme d’équations linéaires.
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et présente des discontinuités. L’usage des différences finies centrées conventionnelles ou
de formulation de Galerkin pour les éléments finis produiront des solutions numériques
oscillantes.

7.1.2 Méthode de Galerkin

h

Introduisons donc une approximation polynomiale par morceaux u” continue sous la forme

habituelle :

uh(x) = Z U;i(x) (7.6)

ot les 7; () sont les fonctions de forme globales. Par exemple, supposons que ces fonctions
sont linéaires par morceaux et continues.

Pour obtenir une formulation discrete, nous allons nous rappeler que les éléments finis
sont une méthode de résidus pondérés. Comme a priori, les éléments de U" (y compris,
u” le meilleur d’entre eux, en général) ne satisfont pas I'équation différentielle de (7.1),
ils donnent lieu a un résidu non nul

" =38.-vu— f. (7.7)

La méthode des résidus pondérés consiste alors a sélectionner n fonctions poids w; et
évaluer les valeurs nodales afin de minimiser les n intégrales du produit du résidu et de
chaque fonction poids.

<w; " >=0, i1=1,...,n, (7.8)

Parmi les manieres de minimiser le résidu, la technique classique dite de Galerkin
consiste a annuler en moyenne le produit des résidus avec les fonctions de forme. En
d’autres mots, on sélectionne w; = 7;. Ce choix influence fortement la précision (et donc
la fiabilité) de I'approximation produite. Pour des problemes elliptiques, la technique de
Galerkin est optimale.

Ce n’est malheureusement plus le cas pour des problemes hyperboliques : la technique
de Galerkin n’est plus le meilleur choix pour de tels problemes. Afin d’illustrer cela,

150



effectuons un peu d’algebre

<mrh> = 0, 1=1,...,n,

Par définition de ",

<7 (B-Vu)>—-<75f> = 0, i=1,...,n,

Par définition de u”,

n
S <nB V> U-<nf> =0 i=1....n,
J=1 -~ 4 N——

afin d’écrire un probléme discret correspondant & la technique de Galerkin 2

Trouver U; € R" tel que

Z<T’L/6VTJ> UJ = <7—if> ) ?::1,...,717 (79>
J=1~ ~ 4 —_——
Ay B;

On peut facilement  observer que la matrice A;; n’est plus une matrice symétrique définie
positive. En d’autres mots, la formulation discrete obtenue par I'application de la tech-
nique de Galerkin ne fournit plus la solution d’un probléme de minimisation. Les éléments
finis et 'application de la méthode de Galerkin sortent du cadre de la théorie de la
meilleure approximation : plus rien ne nous dit qu'une telle formulation discrete forme
un probleme bien posé.

Et il est facile de montrer, sur un exemple élémentaire, que le probleme discret con-
struit avec la technique de Galerkin est un probleme mal posé pour certains termes sources
f. C’est 'objet de la section suivante qui illustrera ce point dans le cadre simplifié d’un
probleme unidimensionnel.

211 faut évidemment retirer les noeuds sur lesquels une condition aux limites doit étre appliquée.
3Ceci est laissé & titre d’exercice facile avec une attention spéciale pour les étudiants en mathématiques
appliquées.
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7.1.3 Cas unidimensionnel

Afin d’illustrer les performances parfois modestes de la technique de Galerkin pour des
équations hyperboliques, nous allons nous restreindre au cas unidimensionnel. Supposons
donc que nous ayons a résoudre le probleme suivant :

Z_Z = f, Ve Q=]0,1],
(7.10)
u(0) = 0,

Ecrivons maintenant une formulation faible en utilisant la technique de Galerkin et en
s’inspirant de (7.9).

Trouver u(z) € U tel que

(7.11)

d
<ads = <uf >, Yu e U,
dx

On observe que U peut étre défini comme étant un sous-espace de Ly(€2) contenant des
fonctions s’annulant en x = 0. On voit donc qu’on peut avoir des solutions discontinues
a un tel probleme, si le terme source f est une distribution de Dirac. Dans un tel cas, la
solution sera la fonction échelon : ce qui est bien une fonction discontinue.

Une approximation polynomiale par morceaux continue ou discontinue ?

Il n’est pas évident que le choix d’une approximation continue soit optimal pour un
tel probleme. Nous allons donc considérer deux approximations linéaires par morceaux
possibles de u

h

e Introduisons d’abord une approximation polynomiale par morceaux u" continue de

la forme habituelle

u(x) = Z U, () (7.12)

ol les U; sont les valeurs nodales globales, tandis que les 7;(x) sont les fonctions de
forme globales que nous supposerons linéaires et continues.

e Introduisons ensuite une approximation polynomiale par morceaux discontinue dont

" sur chaque élément €2, est donnée par

: :
I'expression u,
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2

ul(z) =Y Ule;(z) (7.13)

J=1

ou les U7 sont les valeurs nodales locales, tandis que les ¢;(x) sont les fonctions
de forme locales que nous supposerons linéaires. On n’impose plus que les valeurs
nodales en un méme noeud soient identiques. A un noeud global j situé entre
I'élément (2, et I'élément €2, , nous distinguerons UjJr = Ut et U7 = Us. Ces
valeurs restent distinctes, bien qu’elles soient supposées étre I'approximation a droite
et a gauche de la valeur exacte u(X;) et il faudra donc bien exprimer d'une certaine
maniere qu’elles ne sont pas censées étre totalement différentes... La forme globale
de 'approximation linéaire par morceaux et discontinue peut s’écrire sous la forme

n—1 n
Ulpo(x) =Y UFri(x) + ) U7 (x) (7.14)
j=1 j=2

On observe immédiatement que la fonction échelon pourra étre représentée de maniere
parfaite par une approximation discontinue, tandis qu’elle ne pourra qu’étre imparfaite-
ment représentée par une approximation continue.

Méthode de Galerkin et une approximation continue

Afin de satisfaire la condition frontiere, on utilise un espace discret A" ne contenant que
des fonctions s’annulant en x = 0 et on écrit

Trouver U; € R™™! tel que

Yo<nme> U = <nuf>, i=1,....n, (7.15)
=1 e — ——
ij i

Nous avons simplement imposé que U; = 0, et le probleme discret consiste maintenant a
trouver la solution d'un systeme discret de n — 1 équations a n — 1 inconnues.

Si le terme source est une fonction relativement lisse, nous obtiendrons une solution
discrete satisfaisante. Mais, utiliser la méme procédure avec un terme source qui est
une distribution de Dirac provoquera ’apparition d’oscillations. Mathématiquement, on
peut montrer que la solution discrete ainsi obtenue convergera vers la solution exacte,
uniquement si le terme source est suffisamment lisse.
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Méthodes de Petrov-Galerkin et une approximation continue

L’idée de base des méthodes de Petrov-Galerkin est d’obtenir un systeme discret dont la
matrice serait définie positive ou tendrait a s’en rapprocher. Dans un tel cas de figure, on
espere intuitivement que le probleme discret correspondrait, a nouveau, a un probleme de
minimisation et serait a nouveau un probleme bien posé.

Une maniéere de réaliser un tel objectif serait d’écrire les équations discretes (7.9) en
ne remplacant pas w; par 7;

Trouver U; € R"! tel que

Z<wi Tie > Uj = <wf>, 1=2,...,n, (7.16)
=2 ———— —
Ay B;

On définit les formulations dites de Petrov-Galerkin comme des formulations de résidus
pondérés ou les poids ne sont pas les fonctions de forme. A l'opposé, les formulations
dites de Galerkin ou formulations de Bubnov-Galerkin, ou encore formulations classiques
de Galerkin sont caractérisées comme des formulations de résidus pondérés ou les poids
sont les fonctions de forme.

Une premiere maniere de réaliser notre objectif serait de sélectionner w; = 7;,. Dans
une telle formulation, on observe immédiatement que la matrice discrete sera symétrique
définie positive et donc qu'un tel probleme discret correspond bien a un probleme de
minimisation. On peut alors constater que cette formulation correspond a 'application
de la méthode de Galerkin du probleme elliptique suivant :

v df

fu 49 _ 0

72 +d:1: 0, Ve,
0) = 0. (7.17)
u.(l) = 0,

qui est presque équivalent au probleme original, a ’exception d’une condition limite de
Neumann additionnelle a la sortie qui est totalement arbitraire et va donc générer beau-
coup d’effets indésirables. Tout est parfait, a 1’exception du fait que I'on va converger
vers une mauvaise solution...

Il existe d’autres possibilités. Physiquement, on peut observer que l'information se
propage le long du domaine de gauche a droite : il semble donc relativement logique
d’évaluer U; en ne tenant compte que de la contribution gauche de ce résidu. Cela peut
étre réalisé en utilisant, comme fonction de pondération discrete, une fonction de forme
constante sur 1’élément situé a gauche du noeud j. Une telle maniere de procéder consiste
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a créer des équations discretes correspondant a des différences finies amont ou a un schéma
d’Euler pour 'équation différentielle ordinaire (7.11).

Pour ces trois fonctions de pondération, 1’équation discrete d’un résidu associé au
noeud 7 est donnée afin d’observer 1’analogie avec des schémas de différences finies.

Galerkin w; = 7;

AN

Différences finies centrées

Simple et donc tentant...
Oscillations numériques si f n’est pas lisse !

Ugr—Uin  Fi +4F + Fiy

2h 6 ’

Petrov-Galerkin w; = 7, ,

B

Différences finies centrées d’ordre deux

Mathématiquement, tentant
Condition frontiere parasite !

U1 —2Ui + Ui Fipn — Fig

h? 2h ’

Petrov-Galerkin w; = 775

- Z

Différences finies amont

Quasiment optimal...
Correspond a une intégration le long de la caractéristique,
Pas d’oscillation numérique

U—U1  Fi+Fi

h 2

Méthode de Galerkin avec des conditions frontieres faiblement respectées

Considérons d’abord une approximation continue. Dire que la condition frontiere n’est pas
strictement respectée consiste a utiliser un espace discret 4" ne satisfaisant pas a priori
les conditions aux limites. En d’autres mots, il peut contenir des fonctions ne s’annulant
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pas en x = 0. Le respect des conditions aux limites sera faiblement imposé en modifiant
la formulation discrete comme suit :

Trouver U; € R" tel que

Z<7'17'j,a:> Ui + Uy = <nf>,

j=1 (7.18)
Z<Tﬂm> U; = <7nf>, i=2...,n,

j=1

ol le terme additionnel correspond a un terme < u"7; >_ olt < . >_ correspond &
I'intégration sur I'_. On ajoute donc aux résidus liés a I’équation différentielle un résidu
calculé sur la frontiere correspondant a la condition frontiere a ’entrée. Ce terme addi-
tionnel s’annulera si la solution discrete satisfait les conditions aux limites. A nouveau,
on peut montrer que la solution discrete ainsi obtenue converge vers la solution exacte, si
le terme source est suffisamment lisse.

Cette maniere d’imposer les conditions aux limites est plus cotiteuse et plus complexe
que notre maniere habituelle de procéder. En pratique, son intérét n’est pas directe-
ment évident pour une approximation continue. Toutefois, elle permet de construire des
équations discretes pour I'obtention des valeurs nodales d'une approximation discontinue.

Considérons d’abord une approximation discontinue avec un et un seul élément (en
fait, il n’y a alors pas de différence entre approximations continue et discontinue !). Le
probleme discret consiste a trouver la solution du systeme discret de 2 équations a 2 in-
connues. Les deux équations s’écrivent :

2
d AuUL + Ul = Bl
j=1
(7.19)
2
ZA%jUJ‘l = B21
j=1

ou la matrice Ailj et le vecteur B} sont donnés par les expressions de (7.9) ou I'intégration
est effectuée seulement sur ;.

Pour une approximation discontinue avec plusieurs éléments, 1'utilisation de (7.18) sur
chaque élément en prenant comme condition a I'entrée d'un élément, la valeur fournie a la
sortie de 1’élément précédent, fournit le systeme d’équation suivant pour I’élément €2, :
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1j

2
ZAe—f-lUje—H + (Uf+1—U§) _ Bc13+1
j=1

(7.20)

2
E : et+lrre+1 _ e+1

J=1

ou on peut observer que le couplage entre les divers éléments n’est réalisé que par le biais
d’une condition de raccord faiblement imposée.

Cette maniere de procéder est appelée classiquement formulation de Galerkin discon-
tinue. Cette appelation est en partie trompeuse. En effet, il est exact qu’au sein d’un
élément, on utilise les fonctions de forme comme poids pour les résidus. Par contre, les
résidus liés au raccord entre deux éléments sont attribués systématiquement a 1’élément
de droite. En d’autres mots, on observe qu’on effectue une sorte d’intégration décentrée
de la condition de raccord : ce qui ne correspond pas a l'idée d'une méthode de Galerkin
qui consiste a réaliser une pondération centrée des résidus !

Afin d’établir un parallele entre une formulation basée sur une approximation dis-
continue et le monde des différences finies, considérons une approximation constante par
morceau ou U¢ est la valeur nodale associée a un ¢élément €2.. Le systeme (7.20) se réduit
a une simple équation

e+l _ 77€
U U

qui correspond a un schéma d’Euler pour I'intégration d’une équation différentielle ordi-
naire ou a des différences finies amont.

Finalement, il nous faut mentionner qu’on peut utiliser des techniques de Petrov-
Galerkin pour la pondération du résidu lié a I'équation différentielle au sein de chaque
élément et que cela améliore encore la précision et la stabilité du schéma. Une telle
approche est appelée une formulation discontinue de Petrov-Galerkin.

7.2 Equation scalaire d’advection-diffusion

La formulation forte dun probleme scalaire d’advection-diffusion peut s’écrire comme
suit :
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Trouver u(x) € Uy tel que

B:-Vu—-V-(eVu) = f Vx € Q,
(7.21)
n-(eVu) = g, Vx € 'y,
u = t, Vx c FD;

ou n = (ng,n,) représente la normale sortante de la courbe I' et € est un parametre
constant. Sur I'p, la valeur de u est imposée a t, tandis que sur I'y, la valeur du flux
n - (aVu) est imposée a la valeur de g. Formellement, un tel probleme est elliptique et il
faut donc prescrire des conditions aux limites sur ’ensemble de la frontiere. On distingue
toujours les conditions de Dirichlet sur une partie de la frontiere I'p et les conditions de
Neumann le long de la partie I'y de la frontiere (02 = Tp Uy et Tp NIy = 0). Le
vecteur B = (B, By, .) est une vitesse donnée qui peut éventuellement étre une fonction
de la position.

Les dimensions typiques d’un tel probleme sont une vitesse caractéristique £, le coef-
ficient de diffusion ¢, ainsi qu’'une longueur caractéristique L. On peut alors définir un
nombre de Péclet pour un tel probleme

Pe ==, (7.22)
€

Ce nombre mesure I'importance relative du terme de diffusion par rapport au terme
de transport. Il est donc infini, si on considere le cas € = 0 qui correspond a 1’équation
scalaire de transport et est nul pour le cas 3 = 0 qui correspond a 1’équation de Poisson.

Tout d’abord, rappelons quelques propriétés de base sur la régularité de la solution
exacte du probleme (7.21). Comme on vient de le remarquer, la solution du cas limite
(e = 0) peut étre discontinue, en particulier, le long des caractéristiques si la donnée
initiale le long de la frontiere I'_ est discontinue. Dans le probleme complet (7.21), la
solution sera toujours continue a l'intérieur du domaine {2, méme si les conditions aux
limites sont discontinues et méme si la valeur non nulle de € est petite. On observera
que le saut présent dans le cas limite le long d'une caractéristique sera repris de maniere
continue dans une région dont I'épaisseur adimensionnelle est donnée par

°(V3r)

Si la valeur de € est tres petite, cette région sera tres étroite et sera le théatre de change-
ments tres rapides de la valeur de u. On y observe donc de tres importants gradients,
susceptibles de générer des problemes numériques et nécessitant beaucoup de points de
discrétisation pour pouvoir approcher la solution exacte avec précision. Cette région est
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appelé couche limite. Cette analyse de régularité est typiquement effectuée lors de ’étude
des couches limites laminaires en mécanique des fluides ol on obtient un résultat tres
semblable avec une taille caractéristique de la couche limite proportionnelle & O(Re™1/2).

Il faut aussi mentionner qu’a la sortie du domaine I',, une condition aux limites
arbitraire peut maintenant étre imposée et ne pas du tout coincider avec la solution
que 'on obtiendrait pour € = 0. On observe la présence d’une fine région d’épaisseur

adimensionnelle
€
o(5z)

ol le raccord continu doit s’effectuer. On parle ici de couche limite de sortie.

Figure 7.2: Couches limites dans un probleme d’'advection-diffusion.

7.2.1 Meéthodes de Petrov-Galerkin

Nous allons utiliser une approximation continue de la solution : puisque cette derniere
est continue, c¢’est un choix qui peut paraitre naturel. Et pour obtenir une formulation
discrete stable, on recourt a une formulation discrete de Petrov-Galerkin de 1’équation
d’advection-diffusion

Trouver U; € R" tel que

Z<wi,8-VTj+€Vwi-VTj> Ui = <wf>+<wg>y, 1=1,...,n,
=1~ ~ - - .
Aij Bz
(7.23)
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avec w; = 7; pour la méthode classique de Galerkin. Mais il est plus efficace d’utiliser
comme fonction de poids

w; =1+ (B-Vr

ou le parametre ( est une constante judicieusement choisie. Le choix de cette constante
sera illustré dans un cas unidimensionnel modele. Il faut mentionner ici que la valeur
extraite de ’analyse unidimensionnelle est souvent utilisée dans les dimensions supérieures
ou une telle analyse n’est plus possible. L’utilisation d’une telle formulation permet
I’obtention de résultats nettement meilleurs qu’avec la méthode classique de Galerkin pour
un maillage identique. Par contre, il faut mentionner que pour un maillage suffisamment
fin, la méthode de Galerkin usuelle fonctionnera correctement.

Pour illustrer le choix d’une bonne valeur pour le parametre ¢, nous allons maintenant
utiliser 1'équivalence qui existe entre les éléments finis et les différences finies dans le
cas unidimensionnel et considérer successivement le cas des différences finies centrées, le
cas des différences finies décentrées et celui qui correspond a une formulation hybride
strictement équivalente a notre formulation de Petrov-Galerkin pour une approximation
linéaire par morceaux appliquée a un probleme modele unidimensionnel.

7.2.2 Cas unidimensionnel

Supposons donc que nous ayons a résoudre un probleme unidimensionnel modele :

du d*u

%—E@ = O, \V/IGQ:]O,LL
u(0) = u, (7:24)
u(l) = wuyp,

La solution analytique de ce probleme (7.24) est :

u—uy exp(Pex/L)—1
up —ug  exp(Pe) — 1

(7.25)

A bas nombre de Péclet, la solution tend vers une droite puisque la diffusion est 'effet
dominant. Par contre, a haut nombre de Péclet, une couche limite apparait pres de x = L,
puisque maintenant ce sont les effets de transport ou d’advection qui dominent.
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Différences finies centrées ou méthode de Galerkin

Pour obtenir la solution numérique approchée pour notre probleme unidimensionnel, util-
isons d’abord des différences finies centrées ou appliquons la technique de Galerkin pour
des éléments finis uniformes et de taille h.

Uit1 — Ui U1 —2U; + Ui .
- - = =1.....n— 7.26
g 57 € 2 i=1,....,n—1 ( )

avec Uy = ug et U,, = uy.

Il est alors relativement facile d’obtenir une expression analytique de la solution
discrete obtenue par les équations (7.26). Il suffit d’exprimer les valeurs nodales U; comme
une expression polynomiale du type Ar? + B et d’effectuer un peu d’algebre & partir de
(7.26) :

ﬁUiJrl —Uir EUiJrl —2U; + Uiy
2h B h2

En remplacant U; par Ar’ 4+ B |

Arilg—? (r’=1) = A '(rP—2r+1)

h
En remplacant /B— par Pel,
€

Pet Pet
0 = (1—T€>r2—2r+(1+76)

ol le nombre Pe” est appelé le nombre de Péclet de maille. 11 est alors facile de voir que r
est solution d’une équation du second degré et vaut (en excluant la valeur triviale r = 1) :

1+\/1—<1+P;h)(1—P;h) (HPTeh)

T = —_=

L’utilisation des conditions aux limites (sur Uy et U,) permet de déterminer les valeurs
de A et de B et d’obtenir I'expression finale :
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<1—|—Peh/2>i X

Ui—uy  \1—Peh/2

uL—uo_(1+Peh/2)n |
1— Peh/2

(7.27)

Comme on observe que :

_ 14 Pe"/2 h
ing (m) = exp(Pe),

on en déduit que 'expression analytique de la solution discrete converge vers la solution
exacte, lorsqu’on raffine le maillage. Pour éviter un comportement oscillant de la solution
dicrete, il faut que r soit toujours du meéme signe. Cela fixe un critere de taille maximale
pour le pas du maillage en fonction du probleme considéré :

Per
— < 1
2
2¢
h < —
B

Pour un probleme d’advection-diffusion, la méthode de Galerkin ne produira pas d’oscil-
lations si le maillage est suffisamment raffiné. Toutefois, pour un probleme a tres haut
nombre de Péclet, le raffinement requis peut devenir totalement impraticable. Le méme
probleme se posera pour les simulations d’écoulements a tres haut nombre de Reynolds.

Différences décentrées pour le terme de transport

Afin d’obtenir un schéma plus efficace, on pourrait étre tenté par l'utilisation d’une
différence amont pour le terme d’advection. Dans le monde des différences finies, c’est
une stratégie courante pour obtenir une solution discrete sans oscillations.

Cela revient a remplacer (7.26) par I'expression suivante

U —U Uip1 —2U; + Uiy .
g = ¢ 2 i=1...,n—1 (7.28)

On peut a nouveau effectuer un peu d’algebre pour trouver une forme analytique pour
la solution discrete correspondant au systeme (7.28).

162



BUi —Ui1 EUi—H —2U; + U4
h a h?

En remplacant U; par Ar® 4+ B ,

Ari_lﬁ (r—1) = Art(r?=2r+1)
€

h
En remplacant 6— par PeP,
€

h

j2
0 = ﬂ—2<y+7?>r+(L+PJ)

En résolvant ’équation du second degré,

<

Peh Pe\? A
- (5 (e ) - ()

14 Pe

En utilisant les conditions sur Uy et U,,

U — ug (14 Pet)' —1

up, —ug (14 Peh)" —1

Comme r est maintenant toujours positif, on n’observe jamais d’oscillations parasites,
meéeme si le nombre de Péclet de maille est supérieur a un. Il n’y a donc aucune condition
sur le maillage pour éviter I'apparition de telles oscillations numériques : on dit qu'un tel
schéma est numériquement stable.

Par contre, I'inconvénient d’une telle approche est que la solution numérique est trop
diffusive. En d’autres mots, les gradients prononcés de la solution exacte seront lissés
ou gommés dans la solution numérique. Pour illustrer cette diffusion numérique, il suffit
d’observer que ’équation (7.28) peut étre interprétée comme suit
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U—-U_—  Uygr—20;+ Ui
h ‘ B2

p

Uit1 — Uiy B @ Uiy —2U; + Ui EUiJrl —2U; + Uiy
2h 2 h? h?

En comparant les équations (7.28) et (7.26), on peut tirer une importante conclusion :
I'utilisation d’une différence finie amont pour le terme de transport est équivalent a ajouter
h _ Bh

un terme de diffusion numérique €* = =5+ a un probleme d’advection-diffusion discrétisé

de maniere centrée. En conséquence, la solution numérique associée a (7.28) correspond

a un nombre de Péclet plus modeste Pe = % que celui de la solution exacte Pe = ’BT
Les différences décentrées pour le terme de transport conduisent au lissage des gradients
prononcés, en particulier sur des grilles peu raffinées, puisque le rapport de la diffusion

numérique et de la diffusion physique est donné par le nombre de Péclet de maille.

En termes d’éléments finis, cela revient a utiliser des fonctions de poids distinctes pour
les termes de diffusion et le terme de transport. Une telle stratégie permet d’obtenir des
formulations dites inconsistantes qui sont numériquement stables, mais qui sont relative-
ment imprécises. Comme le terme additionnel est proportionnel a h, ces formulations
inconsistantes ont une précision qui est au mieux linéaire.

Schéma hybride ou méthode de Petrov-Galerkin

Comme l'usage d’une différence amont permet d’obtenir la stabilité numérique au détriment
de la précision, un bon compromis semble le recours a un schéma hybride :

U U 12U — Ui
M+55—UZ hUll = EUZHJF;ZZ = i=1,...,n—-1

ou le parametre ( est choisi judicieusement.

On peut a nouveau effectuer un peu d’algebre pour trouver une forme analytique de
la solution discrete correspondant au systeme (7.29).
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Uip1 — Uiy Ui — Ui Uig1 +2U; — Uiy

HOf—— e 2

En remplacant U; par Ar® 4+ B |

h
et en remplacant B— par Pe",
€

(1—(1—§)P—eh)r2— <1+(1—§)P76h+cp7€h>r+(1+§Peh)

En résolvant ’équation du second degré,

1+ (1+¢)Peh/2
1—(1—=¢)Peh/2

Comment sélectionner une valeur adéquate de ¢ 7 On va imposer que la valeur analytique

discrete au noeud soit égale a la solution exacte. Cela revient a écrire que :

14 (1+¢)2 i B ;

A+(1+08) = expPer)(1—(1-0)Fe

2

)

exp(PeM) (1 — 2y — (1 4+ B&

¢ = Pzeh (1 — exp(Peh))

)

1 + exp(Pe™) 2
1 —exp(Pel)  Peh

On obtient ainsi la valeur optimale du parametre ¢ par la relation
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Pet 2
¢ = coth (Te> - oo (7.30)

Pour cette valeur du parametre (, le schéma hybride fournit la solution exacte aux valeurs
nodales. Finalement, il est possible de montrer que ce schéma hybride fournit exactement
les mémes équations discretes qu'un schéma de Petrov-Galerkin pour des fonctions de
forme linéaires par morceaux et des poids :

h
w; =T; + CETM.
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