Galerkin, ¢’¢tait donc optimal
pour des ¢quations elliptiques
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d’advection diffusion !
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Un petit exemple concret



Diffusion et transport
d’un traceur passif
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C’est une équation parabolique
du second ordre !

Ce n’est pas elliptique !
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Le nombre de Péclet permet
d’estimer I’importance du

terme de transport par rapport
a celui de la diffusion !
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Advection pure

n Trouver u(x) tel que

£

B-Vu = f, Vzeq,

u = 0, Vzel._

d

() =B(x,9) Trouver u(x) € U, tel que
B-Vu—-V.(Vu) = f, Vx € Q,
n-(eVu) = g, VxeTly,

u = {, ¥x € I'p,

dx
2X(5) = B(x,9)

Advection-diffusion
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[ ] [ ] EPL1110 : advection-diffusion [ ] [ ] EPL1110 : advection-diffusion [ ] [ ] EPL1110 : advection-diffusion

Time = 5.00 Time = 5.00 Time = 5.00

epsilon = 0.01;, |
0.0; beta = 0.2; beta

epsilon = 0.01;
1.0;

beta

Trouver u(x) € U; tel que
B-Vu—-V-(eVu) = Vx € Q,

n-(eVu) = g, Vx €'y,

) u = £, Vx € I'p,

Advection-diffusion
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En bref :-)

du
dx

u(0)

Galerkin w; = 7;

N N

Différences finies centrées

Simple et donc tentant...
Oscillations numériques si f n’est pas lisse !

Ui —Up, _ Fipy +4F+ F,

2h 6 ¢

Petrov-Galerkin w; = 73,

L

L

—
Q

Différences finies centrées d’ordre deux

Mathématiquement, tentant
Condition fronti¢re parasite !

Uin-2Ui+ Ui,  Fi,—F,

h? 2h :

Petrov-Galerkin w; = 7£%

L

o]
[¢]

Différences fintes amont

Quasiment optimal...

Correspond & une intégration le long de la caractéristique,

Pas d’oscillation numérique

Ui - Ui - Fipa + Fi,

h 2 g
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Galerkin converge s1 on raffine
le maillage suffisament !

epsilon = 0.01;
beta = 1.0;

L’équation d’advection-diffusion est formellement une
équation elliptique et donc c¢’était prévisible par la théorie !

) EPL1110 : advection-diffusion [ BN ]

EPL1110 : advection-diffusion

Peh = 5 Peh = 0.5

Centré Centré

20 éléments 200 éléments
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[ NON ] EPL1110 : advection-diffusion

Upwind

20 éléments
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On a trouve

la methode parfaite
pour des equations
unidimensionnelles !

h

2

¥
¢ = coth( ;

)_

Peh

B——ee— = 0
dzx dz?
U(O) = 1Up
‘U(L) = Uy
»@®  EPL1110: advection-diffusion
ime 5.00
Optimal

20 éléments




Juste bien :-

Zeta trop )

| grand !

En extrapolant

wi=7;+¢(B8 -Vr;

aux dimensions ) Td o

superieures. .. Trap grand.s diffusion mamérigue

Trop petit : instable !

Trouver U; € R" tel que

Z( wgﬂ'VTj—%‘vag"VTj> Uj = <1.L7§f>+<<w§g>>.\' ; g="k oy
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e | Non, 1la
= c’est
| instable

La,il y a
plein,
plein,
| plein
d’ éléments

Bof, mais
| cela devient
| acceptable !

Et en payant le prix, ’”"‘"’““i" o
Galerkin fonctionne !

Pas de stabilisation !
Zeta=10"!

Trouver U; € R" tel que

n
Z<w,-ﬁ-V’r,-+ch,--V'rj> Uiy = <wif >+ <KLwig>n, i=1,...
jzl\ o N

»
v




Et maintenant
introduisons
le temps...

o _ o

ot Oz?
u(0) = 1
u(l) = 0

: ime = 5.00 iteration -

L1110 : advection-diffusion

40

epsilon = 0.01;
L=1




Differences finies (espace)
Euler explicite (temps)

nt+l _ pn ur.,-20"+U"
(Uz Uz ) — e ( i+1 i . z—l)
At (Az)?
' oo aCEHE
En définissant b = (Az)?’
Urtl = Ur+ b(U{;l Y ZU{’)

C’est une itération pour un vecteur qui doit converger vers la solution de régime
C’est quelque chose qu’on a déja rencontré...




On 1ntegre
un systeme
lincaire...

Up+1

v

Ur +b(UR + U, - 207)

En passant & une notation matricielle,

En définissant adéquatement u,, et A,

= u,+bAu,

Fg T 4

up i =9

up 1 <2 i

up 1 -2 1

gr | T2 T

U 1 -2

R(hN)

On résout le systeme linéaire
défini par :

u'(t) = (Aa:)

——Au(l)




Az = 0.1, At = 0.005

Euler explicite

eAt
(Az)?
N —

b

Up+1 = Up + Au,

|1+b/\i| i |

T

Valeurs propres de

A

Ar = 0,05, Af = 0.00125

1
0.5




Condition de stabilite
pour la mé¢thode d’Euler

[ ] ®  EPL1110 : advection-diffusi

explicite.. .. e e 5.0 sttt -

g = eAt 1
- (Az)2 — 2
Y
2
At < (Az)
2€

Courant, Friedrichs et Lewy (1928) epsilon = 0.01;

dt = h*h/ (epsilon*1.94) ;




Condition de stabilite
pour la mé¢thode d’Euler

[} ®  EPL1TT0 : advection-diffusion

eXpliCiteo o oo Euler : time = 9.00 iteration -

g = eAt 1
- (Az)2 — 2
Y
2
At < (Az)
2€

epsilon = 0.01;

Courant, Friedrichs et Lewy (1928) ]
dt = h*h/ (epsilon*2.0) ;




Et maintenant
introduisons
1’advection...

Ou Ou 0%u

o P T o
u(0) = 1
u(l) = 0

epsilon = 0.01;

beta = 0.2;
dt = h*h/ (epsilon*3.0) ;




Euler : time = 5.08 iteration = 61

Et comment deéduire
le pas de temps ?

UJ'_n, _3 UneZka

Considérons une perturbation
quelconque...

~

a
uptt = up+ag( (- 1)2’% + 22 ) U + (F(—C

-~

= U (1 + At (aeikh +b+ ce_““h))

= U}”(l+At((a+c)coskh+b+z’(a—c)sinkh))

b —B/h



Il faut que le module

du facteur
d’ampliﬁcati()n U=(1+At(b—bcoskh+b—i§sinkh))

solt inférieur
a ’unite :-)

1+ Atb — Atbcos(kh)) —iAt( £sin(kh))| <
( ) - ist(§ sin(in))|

1+ At?b?(1 — cos(kh))? + 2bAt(1 — cos(kh)) + At2,§; sin(kh)?) <

A#262(1 — cos(kh))? + 2bAt(1 — cos(kh)) + At22; (1 — cos(kh)?)

IA

Atb?(1 — cos(kh)) + 2b+ AtZ; (1 kh)) <
On déduit finalement : (1 — cos(kh)) + 2b+ AtZ; (1 + cos(kh)) <

—2b

At < p
(1 — cos(kh))b2 + (1 + cos(kh))2;

i 2 2(¢Bh + 2€)h?
~  (ChB + 2€)* + B2h? + cos(kh)(B°h* — (ChB + 2€)?)




2
On conclut donc: | At < min (Chﬂ + 2¢ h )

B2 ' ChB+ 2

h h?
Notons que I'on obtient les résultats habituels At < 5 poure=0,C=1et: At < ¢ Powr g =1,
€

Pratiquement. ..




