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1 Lévitation d’une feuille glissant sur une table (50 %)

Si on fait glisser une feuille de papier sur une table lisse, on observe que la feuille ne subit quasiment pas
de frottement : 1’écoulement dans la fine couche d’air entre la table et la feuille légérement inclinée induit
une force verticale qui compense la force de gravité et permet d’éviter ainsi un contact solide. L’objectif
de cette question est d’estimer cette force verticale.
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Considérons donc une feuille A4 plane et rigide faisant un petit angle 8 avec I'horizontale qui se déplace
horizontalement avec une vitesse U constante de gauche & droite. La distance entre la feuille et la table
vaut hg et 2hg en z = 0 et © = L respectivement. Comme Pangle est petit, on peut utiliser la théorie de
la lubrification et écrire :

h(z) < L

Pour résoudre ce probléme, on se place dans le référentiel de la feuille et on fait bouger la table de droite &
gauche avec la vitesse U. On ne prend en compte que 'écoulement entre la table et la feuille, en négligeant
I’écoulement de air & Pextérieur ot la pression est constante et égale a la pression atmosphérique pg.
On ne tient pas compte des effets de la gravité dans I’écoulement. et on suppose un peu abusivement
que l'écoulement est stationnaire. La viscosité dynamique et la masse volumique de l'air sont p et p
respectivement. La longueur et la largeur de la feuille sont notées L et b : la projection de la feuille peut
étre approximée par L comme suggéré par la figure.

1. Calculer le nombre de Reynold associé a L.
Est-ce qu'il est légitime d’utiliser la théorie de lubrification dans ce cas 7
2. Démontrer -rigoureusement- que la pression n'est qu’une fonction de z.

3. En déduire en termes de vitesse u(z, z) et de pression p(z) les équations de la lubrification.
Quelles sont les différences et les similitudes entre ces équations de Reynolds et celles de Prandtl ?



4. Calculer le profil de vitesse u(z, z) entre la table et la feuille.
5. Intégrer ce profil pour obtenir Pexpression du débit volumique @(z) par unité de profondeur.
6. Démontrer qu’il existe une abscisse z, et une hauteur b, = h(z.) telles que

dp
E(I*) =0

7. Esquisser P'allure du profil de vitesse pour « € [0,2.], = = 24, et © € [z, L]

8. En déduire que la variation de pression peut s’écrire sous la forme :

dp ) he 1
_GE(E) = 6ul/ (h3($) 112(9;)>

9. Calculer le profit de pression p(z).

10. Calculer la valeur de h..

11. En intégrant le résultat précédent,
démontrer que la force verticale exercée par Pair sur la feuille peut s’écrire

6uUbL2 2

12. En sachant qu'une feuille de papier A4 pése environ 10 grammes,
indiquer qualitativement quel sera le mouvement verticat de la feuille.

(**) 13. Obtenir expression de la force horizontale exercée par Iair sur la fenille.

Valeurs numériques des paramétres

p 1.2 kgm™®

po| 1.81075% kgm ls 1
ho 1074 m

L 30 cm

b 20 em

U 1 ms?
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2 Ecoulements turbulents en conduite (50 %)

On considére d’abord les écoulements turbulents et hydrauliquement lisses en conduites. On
définit aussi 7 = % avec y la distance mesurée & partir de la paroi et R le rayon de la conduite. Le profil
de vitesse est noté T(y) (ot “bar” désigné la moyenne temporelle). Le nombre de Reynolds, Rep, est
basé sur le diamétre D = 2R de la conduite et sur la “vitesse moyenne” ¥, (="“vitesse de débit”).

On rappelle que 7{(y) + 7 (y) = Fu (1 — 7).
Définissez: U, 7{(Y), T(Y), Tw, Ur, ¥+, 1.

On considére la partie du profil de vitesse dominée par la turbulence.
Elle commnence & environ quelle hauteur 7

Le profil de vitesse y est modélisé en utilisant le “profil composite” de Coles:

1
= (}E logy™* + C) + G(n)

=

avec G(n) = 22 sin? (£ am). Les valeurs utilisées ici sont & = 0.40, C'= 5.5, 11 = 0.20 et o = 1.33.
1. Obtenez lexpression pour le profil de la viscosité de turbulence, 4, qui correspond au modele
composite ci-dessus. Exprimez le résultat final sous la forme =% = f(n).

Aide: Vérifiez que Pexpression obtenue a le bon comportement (vil au cours) dans la “région proche
de la paroi”

2. Bvaluez %5 pour n = 0.10,0.15,0.20, 0.40,0.60, 0.80. Esquissez-en le graphe. Sur base du graphe:

E'-r
commenitez la qualité du modéle composite présent.

On considére que la “région loin de la paroi” commence lorsque f(5) différe de son comportement
proche de la paroi par environ 7%: selon le modéle composite présent, cela correspond a environ
quelle valeur de n?



On considére ensuite les écoulements turbulents en conduites de facon générale; donc avec aussi
la rugosité de la paroi, €.

1. Esquissez 'allure du diagramme des pertes de charge pour les cas avec Rep allant de 5 102 &

107:

ie,, A en fonction de Rep en log-log, et avec + comme parameétre. Expliquez clairement les

différentes parties du diagramme.

2. Application:

()

On considére une premiére conduite de longueur L et avec ¢/D = 5.0 10~%, L’écoulement est
& Rep = 5.0 10% . Obtenez la valeur de A en utilisant la formule de Colebrook (Aide: utilisez,
comme premiére valeur, celle fournie par la formule empirique de Blasius, A = 0.3164 Rep Y/ 4
et itérez).

Obtenez alors la valeur de U, /U, puis celle de ¢t selon cette valeur, 'écoulement est hy-
drauliquement lisse, rugueux ou mixte?

En fin de cette conduite, "écoulement bifurque dans deux conduites secondaives, chacune de
diameétre Dy = D/4. La rugosité de la paroi est identique & celle de la premiére conduite.
Obtenez les valewrs de A, T, /T, et et pour écoulement dans chacune des deux conduites.
L’écoulement est hydrauliquement lisse, rugueux ou mixte?

On constate que la perte de charge, (Ap)s, dans chacune des deux conduites secondaires est
égale & 100 fois la perte de charge, AP, dans la premiére conduite. Quel est le rapport des
longueurs, Ly/L7?

Rappel: la formule de Colebrook pour les écoulements turbulents en conduite est:
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