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Le secret d’ennuyer est de vouloir tout dire - Voltaire-

Avant-propos

Les phénomenes de transfert interviennent dans un grand nombre de domaines d’applica-
tion de l'ingénieur. Il est donc essentiel d’en introduire la modélisation mathématique.
I1 s’agit du transfert de quantité de mouvement (écoulements visqueux), du transfert
d’énergie (conduction thermique, convection et radiation) ainsi que du transfert de masse.
En général, le milieu dans lequel les phénomenes de transfert sont décrits est supposé étre
continu. Il s’agit de [’hypothese de milieux continus. En négligeant presque completement
une interprétation au niveau moléculaire des phénomenes de transferts, cette démarche
permet de répondre a la plupart des problemes pratiques posés a I'ingénieur. Afin d’avoir
une compréhension complete des phénomenes étudiés, il est évidemment opportun d’avoir
une compréhension aux deux échelles.

Pourquoi effectue-t-on '’hypothese des milieux continus au lieu d’effectuer un calcul
de dynamique moléculaire 7 Pour un systeme avec un petit nombre d’éléments, nous
pouvons effectuer des prédictions en utilisant les lois de la dynamique classique. Mais,
cela n’est plus possible pour un systeme avec un tres grand nombre d’éléments... A titre
d’exemple, il suffit d’observer qu'un litre d’air contient approximativement 10?3 molécules,
tandis qu'un ordinateur fait actuellement 10'° opérations par seconde. En d’autres mots,
il faut 10'® secondes ou approximativement 100000 années juste pour référencer chaque
molécule ! Il est donc totalement impossible de prédire le comportement de 'air dans
la plupart des situations usuelles par la dynamique moléculaire. C’est pourquoi, nous
utilisons la mécanique des milieux continus.

L’hypothese fondamentale de la mécanique des milieux continus est que le comporte-
ment de la plupart des gaz, solides et liquides (qui ne sont pas continus!) est virtuellement
exactement le méme si on supposait qu’ils étaient une matériau parfaitement continus.
L’observation expérimentale supporte cette hypothese, du moins pour l'air, 1'eau, les
métaux... Les quantités physiques telles que la masse et la quantité de mouvement as-
sociées avec les molécules contenues dans un volume donné peuvent étre vues comme étant
réparties uniformément sur le volume au lieu d’étre concentrées sur chaque molécule.

La densité obtenue comme une moyenne...

A titre d’illustration, nous allons expliquer et décrire I’hypothese de mécanique de milieux
continus dans un monde uni-dimensionnel. Le systeme de coordonnée spatiales se réduit
donc simplement a I’axe e,. Dans ce monde uni-dimensionnel, nous avons des molécules.
Supposons donc que nous souhaitons mesurer la densité d’'un matériau a un point x et a
un instant ¢. Dans cette optique, nous considérons un intervalle de longueur L centré en



x et nous mesurons la quantité de masse M (t) présente dans cet intervalle. La densité
en ce point r et a un instant ¢ est alors simplement définie par :

p(L,z,t) = M

Evidemment, le résultat obtenu est différent pour chaque longueur L d’intervalle et
pour chaque position x et instant t. En d’autres mots, pour une position donnée et
un instant donné, la densité est une fonction de la longueur L. Expérimentalement, on
observe en général une comportement semblable a celui illustré sur la Figure 1.

Fluctuations moléculaires

Essentiellement constant

[\ I\f\f\kr\u.
\] \I A MM

Non uniformité macroscopique

Figure 1: Allure schématique de la moyenne de la densité p(L, z,t)
en fonction de la longueur de I'intervalle de référence L a une position
donnée x et a un instant fixé ¢.

On peut alors imaginer de définir la densité du milieu continu en x et ¢t comme la
valeur de la moyenne de p(L,x,t) dans la zone centrale de la Figure 1 et de prolonger
cette valeur constante pour les tailles d’intervalles tendant vers zéro. En d’autres mots,
on supprime la partie gauche du graphe en extrapolant la valeur constante de la zone
centrale, dans la partie ou on observe normalement les fluctuations moléculaires. Notons
qu’a une dimension, la densité aura les dimensions de masse par longueur. Dans le
cas tridimensionnel, nous aurons évidemment des unités de masse par volume. D’une
certaine maniere, il y a une sorte de principe d’incertitude ici. Pour calculer la densité,
nous effectuons une moyenne sur une certaine longueur L : ce qui introduit une certaine
incertitude sur la valeur fournie... Pour réduire cette incertitude, il faudrait diminuer la
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longueur L. Par contre, si nous diminuons trop cette longueur, nous allons avoir une
incertitude due aux fluctuations moléculaires. Donc, plus on souhaite réduire l'erreur
due au processus de moyenne, plus on introduit une incertitude due aux fluctuations
moléculaires.

En mécanique de milieux continus, un point matériel est donc physiquement un vol-
ume élémentaire suffisamment grand afin de lisser toutes les fluctuations moléculaires
et suffisamment petit afin d’étre négligeable par rapport aux variations macroscopiques.
La validité de 1'hypothese de mécanique des milieux continus est directement liée a la
séparation des échelles entre les fluctuations moléculaires et les variations macroscopiques.
En général, on observe une séparation des échelles d'un facteur 10'° dans les milieux
solides, liquides et gazeux pour les applications usuelles de I'ingénieur.

Cette procédure de moyenne peut étre effectuée pour toutes les quantités physiques que
I’on souhaite conserver. A chaque point de ’espace et du temps, on pourra ainsi assigner
une densité de masse p(z,t), une densité de quantité de mouvement p(z,t) ou une densité
d’énergie interne massique U(z,t). Si nous supposons que les fluctuations aléatoires de la
position et de la masse des molécules ne sont pas corrélées avec les fluctuations aléatoires
de vitesses de celles-ci, on peut écrire simplement que :

p(l’,t) = p(x,t) U(l‘,t). (1)

En d’autres mots, nous allons prendre I’équation (1) comme la maniére d’obtenir un
champ moyen de vitesses pour le milieu continu. La vitesse du milieu continu est donc
définie comme le rapport de la quantité de mouvement et de la densité par le processus
que nous venons de décrire.

L’équation de continuité...

De maniere générale en physique, il existe un principe universel que la matiere ne peut
étre ni crée, ni détruite. Dans la mécanique des milieux continus, ce principe per-
met I'obtention de [’équation de continuité : cette équation s’applique a 1’évolution de
n’importe que volume matériel puisqu’il ne fait intervenir que la vitesse et la densité du
matériau.

Pour obtenir la forme locale du principe de conservation, nous allons considérer un
petit intervalle du milieu continu et y appliquer le principe de conservation de la masse.
La tranche de matériau ainsi considérée ne doit toutefois pas vraiment étre trop petite afin
de pouvoir négliger toutes les fluctuations. Considérons donc un intervalle fixe quelconque
la, b] du milieu continu tel qu’illustré sur la Figure 2.

La masse présente sur l'intervalle est simplement lintégrale de la densité p(x,t).
Comme il n’y a ni création, ni destruction de masse sur l'intervalle, la masse totale
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Figure 2: Un intervalle quelconque du milieu continu pour y appliquer
le principe de conservation de la masse.

qui y est présente ne peut changer que par la matiere qui entre ou qui sort par les deux
extrémités en x = a et © = b. Si le milieu se déplace a une vitesse v(x, t), le flux massique
p(x,t) v(x,t) est la mesure du transport de la masse vers la droite en un point donné. On
peut donc écrire la conservation de la masse sous la forme :

% abp@’t) dr = pla,t)v(a,t) — p(b t)v(b.1) Va,b
/j% dr = _[P“K Ya, b
/j% dr = _/ab%<ﬂ(x,t)v(x,t)> dx Va, b
/ab w " %(f’(%t)v(x’t)) dv = 0 Va,b
Si p et v sont continues,
% + %(pv) =0 (2)

Il est essentiel ici d’observer que l'on obtient I’équation de continuité du principe
global de conservation de la masse en utilisant le théoreme suivant : si 'intégrale d'un
fonction continue sur tout intervalle est nulle, alors cette fonction doit s’annuler sur tout
Iintervalle. Le passage de la forme globale du principe de conservation a une forme locale
n’est donc possible que grace a ’hypothese des milieux continus.
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L’équation (2) est la forme conservative de l’équation de continuité. C’est 'expression
que 'on obtient naturellement en appliquant le principe de conservation de la masse a
un intervalle (ou a un volume) de controle. Il est aisé d’obtenir ce qu’on appelle la forme
non-conservative de l’équation de continuité en développant la dérivée spatiale :

dp 0
EﬂL%(Pv) =0
ap dp = Ov
E‘FU%—FP% =0
&
Dt
Dy Lo
Dt pf)x

ou la notation D /Dt représente la dérivée matérielle. Cette seconde forme peut s’obtenir
directement en appliquant non plus le principe de conservation a un intervalle fixe, mais
un intervalle matériel dont les frontieres suivent le mouvement du milieux continu. Ce
petit exercice est laissé au soin du lecteur.

On peut aisément interpréter cette seconde équation comme suit : le changement
de densité d’un point matériel est donc proportionnel a 'opposé du gradient de vitesse.
Considérons une vitesse v positive et donc un mouvement de la gauche vers la droite.
Lorsque dv/0z < 0, les points matériels en x = b sont plus lents que ceux en x = a et
donc les particules se retrouvent plus serrées entre elles et doivent s’agglutiner dans un
plus petit espace : la densité doit logiquement augmenter.
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FEven the mountains flowed before the Lord.
(from the song of Deborah after her victory over the Philistines, Judges 5:5)
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Chapitre 1

Les fluides dans la mécanique des
milieux continus

La mécanique des milieux continus est une discipline scientifique ou ’on souhaite cons-
truire un modele pour prédire ’évolution d’un milieu (ici, le fluide considéré). Ce modele
est formé d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles et de conditions aux limi-
tes. Les équations d’un modele continu sont d’une part les équations de conservation
qui s’appliquent a tous les milieux, et d’autre part les équations de comportement (ou de
constitution) qui sont spécifiques au comportement particulier du matériau considéré. Les
conditions aux limites sont, en général, classées en conditions initiales et en conditions
aux frontieres.

1.1 Lois de conservation

Les lois de conservation ont une forme globale universelle schématisée sur la figure (1.1).
Le contenu C(t) d'un systeme considéré évolue en fonction de divers apports externes
A (t), As(t)... en accord avec une équation différentielle de conservation

%(t) = Ay (t) + Ao (t) + . .. (1.1)

Il est essentiel de correctement définir le systeme, en identifiant clairement ce qui est
dans le systeme et ce qui est a I'extérieur du systeme. Il est aussi important de noter que
'expression des lois de conservation est toujours relative a un certain observateur (galiléen
ou quelconque). Il convient donc également d’identifier pour quelle classe d’observateurs
une loi de conservation est valable.

Les lois de conservation menent ensuite, sous certaines conditions de continuité, a des



As(t)
Ai(t)

L

Figure 1.1: Forme globale universelle des lois de conservation.

formes locales, qui sont des équations algébriques ou des équations aux dérivées partielles
équivalentes. Plus précisément, le fait qu’une loi de conservation soit satisfaite pour une
certaine classe de systémes (par exemple, tous les volumes matériels ou tous les volumes
de controle) est équivalent a ce que sa forme locale soit satisfaite en tout point a tout
instant.

Rappelons que la physique d'un milieu s’exprime en postulant, sous forme de principes,
les formes globales des lois de conservation dont on déduit ensuite les formes locales. En
présence de surfaces de discontinuité (comme les ondes de choc), les formes locales ne
peuvent plus étre établies dans la discontinuité. Il est, des lors, nécessaire de revenir aux
formes globales et d’établir les relations de saut adéquates.

1.1.1 Formes globales des lois de conservation pour les volumes
matériels

Un volume matériel V' (¢) est défini comme un ensemble de points matériels en mouvement.
Ces points se déplacent a la vitesse macroscopique définie par :

v(x,t) = vi(z),t)e; (1.2)

Cette vitesse est définie par rapport a un repere (0, e;) préalablement défini. Il s’agit ici
d’une représentation eulérienne des vitesses puisque les composantes sont exprimées en
termes des coordonnées actuelles et du temps. En général, on écrit simplement v ou v;
en omettant la dépendance par rapport a z; et a t. Evidemment, si le contexte l'exige,
on peut introduire une représentation lagrangienne du méme champ de vitesse et utiliser
des symboles distincts.

Afin d’écrire les lois de conservation globales pour un volume matériel, il convient
)
d’abord de définir les grandeurs physiques nécessaires associées a un volume matériel

V(t) :
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M (t) = / x X t(n)dS, (moment des forces de contact),
oV (t)
Pa(t) = / v pgdV, (puissance des forces a distance),
V(t)

(puissance des forces de contact),
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=
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V(t)
Qu(t) = / rdV, (puissance calorifique fournie a distance),
V(t)
Q.(t) = / q(n)dsS, (puissance calorifique fournie par conduction),
av(t)

(1.3)
ou OV (t) représente la frontiere du volume matériel V' (¢). Les éléments de volume ou de
surface dans V' (t) ou sur OV (t) sont donnés par dV et dS respectivement. La normale

3



unitaire sortante de OV (t) est notée n. Les autres symboles désignent les fonctions de

champ usuelles :

2

la masse volumique,

la vitesse,

I’énergie interne massique,

la densité des forces de distance,

la densité des forces de masse,

la densité des forces de contact exercées sur la frontiere,
la densité de puissance calorifique fournie a distance,

le flux de puissance calorifique fourni par conduction.

Les lois de conservation globales pour un volume matériel représentées de maniere
schématique sur la figure 1.2 sont données par :

dM
- = t
7 0, v V()
dP
E(t) - fd(t)+'7:c(t)7 v V(t),
YV repére inertiel,
dN
W(t) = Md(t) +Mc(t)7 v V(t),
YV repere inertiel,
dK+U)

(t) = Palt)+Pe(t)
+Qu(t) + Qc(t), V VI(1),

YV repére inertiel,

dt

(1.4)

A Texception de la conservation de la masse, ces lois ne s’appliquent que pour un repere
inertiel. Il est possible de démontrer que, lorsque I’ensemble des lois de conservation est
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Figure 1.2: Lois de conservation pour un volume matériel.

satisfait par rapport a un certain repere inertiel, elles le sont également pour tout autre
repere inertiel (et méme pour tout repere dans le cas de la conservation de la masse).

1.1.2 Formes locales des lois de conservation

Les formes locales des lois de conservation s’établissent a partir de I’ensemble des formes
globales a I'aide des théoremes de Reynolds et de Green. Les formes locales peuvent étre
classées en relations algébriques et en relations différentielles.

Les relations algébriques font apparaitre le tenseur de contraintes o et le vecteur flux de
chaleur q et leurs relations avec t(n) et ¢(n). En utilisant respectivement la conservation
de la quantité de mouvement, du moment de la quantité de mouvement et de 1’énergie,
on obtient pour tout repere :



c = ol (1.5)

Afin d’écrire les relations différentielles locales de conservation, il est utile d’introduire
maintenant quelques notations : la dérivée matérielle D/Dt et le tenseur des taux ou
vitesses de déformation d.

La dérivée matérielle est définie par

D 0
E—E—FV'V. (16)

Elle représente la variation d’'un champ par rapport au temps lorsqu’on accompagne le
mouvement du point matériel qui se trouve a I’endroit ou le champ est mesuré.

Le tenseur des taux de déformation est défini par
1 T
d= §(Vv + Vv). (1.7)

Physiquement, il est possible d’interpréter les composantes de ce tenseur comme suit :

e Les composantes diagonales de ce tenseur s’interpretent en termes d’allongements
relatifs par unité de temps de segments matériels élémentaires paralleles aux axes
du repere a l'instant t. Ainsi, di; est I'allongement relatif par unité de temps d’un
segment parallele a e; en t.

e Les composantes non-diagonales représentent le rapprochement (ou 1’éloignement)
angulaire par unité de temps de deux segments matériels élémentaires. Ainsi, 2d;,
est la variation angulaire par unité de temps de deux segments matériels élémentaires
précisément paralleles a e; et e a 'instant ¢. Un rapprochement ou un éloignement
angulaire correspond respectivement a une variation positive ou négative.

e La trace du tenseur des vitesses de déformation (d;;) correspond & un accroissement
relatif par unité de temps d'un volume matériel élémentaire en t.

En utilisant les notations de la dérivée matérielle et du tenseur des taux de déformation,
les relations différentielles qui expriment localement les lois de conservation (la conserva-
tion locale de la masse, la conservation locale de la quantité de mouvement et la conser-
vation locale de I’énergie interne, respectivement) s’écrivent sous la forme suivante :
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Dp
E—FPV'V = 0,
Dv
- - V. 1.8
P D o+ pg, (1.8)
DU
pﬁ = O':d+T—V'q,

Ces relations ont une autre forme dite conservative. Cette forme conservative est fort
utilisée en mécanique des fluides et s’obtient facilement en tenant compte de la conserva-
tion de la masse :

ap B
E+V~(pv) = 0,
0
%Otv) +V.(pvv) = V.o +pg, (1.9)
%g)—l—v-(pv[]) = o:d+r—-V-.q.

Rappelons que la loi locale de conservation de la quantité de mouvement, qu’elle soit
exprimée en termes de dérivées matérielles ou sous forme conservative, ne s’applique que
dans un repere inertiel.

1.1.3 Formes globales des lois de conservation pour les volumes
de controle

Les lois de conservation peuvent également s’écrire, de maniere totalement équivalente,
pour un volume de controle V¢ fixe dans le repere considéré. Dans ce cas, il faut désormais
inclure des apports convectifs dus au transport de matiere au travers la frontiere du volume
de controle.

Les lois de conservation globales pour un volume de controle représentées de maniere
schématique sur la figure 1.3, sont données par :



\V

P(t)
VC
PE(t)
VC

Figure 1.3: Lois de conservation pour un volume de contrdle.

Ke(t) 4+ Uc(t)

dMe
)

dP°
o ()

dN*
(@)

Ak +U)

Ke(t) +Ue(t)
FPe(l) + Pey)
+Q45(t) + Qc(t),

v Ve

v Ve,

V repere inertiel,

v VCH

Y repere inertiel,

v Ve,
V repere inertiel,

(1.10)



Les grandeurs M¢, P¢.. sont définies exactement par des expressions similaires a
(1.3), mais dont le domaine d’intégration n’est plus le volume matériel (ou sa frontiere),
mais le volume de controle (ou sa frontiere). Il ne reste donc plus qu’a définir les apports
convectifs par les expressions :

N(t) :/8 —(x x pv)(v - n)dS, (1.11)

Ke(t) = /a e

Uet) = —pU(v-n)dS.

Il est aisé d’établir les lois de conservation pour un volume de controle, a partir de
celles sur un volume matériel. Il suffit de considérer un volume matériel V' (t) occupant
précisément le domaine V¢ a l'instant ¢ (mais pas nécessairement aux autres temps). On
peut alors écrire au temps ¢ pour un champ f quelconque

d / Df
4 pfdv = | pZlav
dt V(t)=Vecent Ve Dt

[ 0
— / _pg—{—i—pv-Vf} 1%

= / _p%+pv-Vf—l—f(%+V-(pv))} av

_ / :%Jrv-(pvf)] av

d
= — pde+/ pf(v-n)dS.
dt Ve ove



On voit donc bien apparaitre ’apport convectif. Il est également possible d’obtenir les
formes globales pour un volume de controle en partant des lois de conservation locales
sous forme conservative (ou vice-versa).

1.1.4 Concept de puissance des efforts internes

La formalisation des lois de conservation en termes de systemes et d’apports externes
permet d’obtenir d’autres formulations ou variantes des lois de conservations. Il est ainsi
possible d’obtenir des variantes de I’équation d’énergie. En particulier, a partir des formes
globales de la conservation de la quantité de mouvement et de 1’énergie totale, il est
possible d’établir des lois de conservation de I’énergie cinétique (ou théoreme de I’énergie
cinétique) et de 1’énergie interne.

Figure 1.4: Lois de conservation de I'énergie cinétique et interne pour
un volume matériel.

Ces relations qui sont représentées schématiquement sur la figure 1.4 s’expriment sous
la forme :

Ty = POy +PO P, Y V()
Y repere inertiel, (1.12)
%(t) — Q)+ Q)+ Pilt), Y V(1)
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ou P;(t) désigne la puissance de efforts internes et est donné par :

Pit) = /V(t)a:ddV. (1.13)

La conservation de 'énergie interne s’applique dans un repere quelconque et donne
directement la forme locale (1.8.3). On peut donc dire qu’étant donné un volume matériel
V(t), celui-ci regoit par unité de temps un apport externe d’énergie cinétique Py(t) + P, (t)
et un apport externe d’énergie interne Q,(t) + Q.(t). En outre, il y a une transformation
d’énergie cinétique en énergie interne (ou vice-versa) proportionnel a P;(t). La forme
locale de la conservation de I’énergie cinétique s’obtient directement et est

P—<—) = V-(o-v)+pg-v—o:d. (1.14)

On peut faire exactement le méme raisonnement pour un volume de controle et écrire
les lois correspondantes.

1.1.5 Concept d’énergie potentielle

Lorsque dans le repere inertiel considéré, les forces a distances dérivent d’un potentiel
W (x), il est possible de faire apparaitre le concept d’énergie potentielle que I'on définit
par :

W(t) = /m pW dV. (1.15)

Puisque g = — VW, I'utilisation du théoreme de Reynolds permet de déduire immédiatement
la loi de conservation de I’énergie potentielle
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d DW
— pWdV = / p——dV
V(t)

Figure 1.5: Lois de conservation de |'énergie potentielle, cinétique et
interne pour un volume matériel.

Dans le cas ou les forces a distance dépendent d’un potentiel, les apports et les trans-
formations d’énergie peuvent étre maintenant représentés par le diagramme de la figure
1.5. On distingue I’énergie interne, cinétique et potentielle, et on peut écrire les relations
globales et locales de conservation de 1’énergie potentielle et de la somme de 1’énergie
potentielle et cinétique.
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W(t) = —Pult), v V(t),
V repere inertiel,
(1.16)
WD @ = 2w -po). v v
V repére inertiel,
DW
Pﬁ = —pg-v,
(1.17)
D V-V
P Dy <W+T) = V.(o0-v)—0o:d

1.1.6 Concepts de pression, d’extra-tensions et d’enthalpie

En mécanique des fluides, la pression thermodynamique p joue un role central. C’est
)
pourquoi on décompose le tenseur des contraintes comme suit

o=—pd+T, (1.18)

ou T est le tenseur des extra-contraintes et d le tenseur identité. Dans le cas d’un fluide
visqueux newtonien, ce tenseur des extra-contraintes sera uniquement formé des termes

visqueux.
massique H par :

Puisque le volume massique est v

1/p, on définit également ’enthalpie

H=U-+

p
> (1.19)

L’enthalpie d'un volume matériel est alors

(1.20)

Il est des lors possible d’utiliser H, p et 7 plutot que U et o dans ’écriture de la forme
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locale de I’équation de la conservation de 'énergie. Tout d’abord observons que

DH (DU 1Dp p Dp)
p

Dt Dt oDt 2Dt

En utilisant la conservation de ’énergie interne, on développe ensuite

DH Dp pDp
— = o:d+r—-V.-q+ — — -
Dt oidtr R TR, TS
Dp pDp
= —pV. cd+r—-V. —= =L
py.vaTidtr q+Dt p Dt’
Dp p(Dp
= d -V —_— _ =Lt \v/

et on obtient finalement une expression locale de la conservation de ’enthalpie. Il est
également possible d’écrire le théoreme de 1’énergie cinétique en termes de pression et
d’extra-tensions et d’en déduire finalement une expression locale de la conservation de
I'enthalpie massique totale H + W + *3*.

DH Dp

P = E—FT:d—FT—V'q
D V-V
pﬁt<W+T> = V. (r-v)—v-Vp—1:d (1.21)
D Vv dp
pE(H—FW‘i‘T) = E—FV'(T'V)—FT—V'Q,

1.2 Lois de comportement

Les lois de conservation forment un ensemble d’équations aux dérivéees partielles qui
doivent étre complétées par des équations de constitution ou de comportement qui caracté-
risent le fluide considéré. L’ensemble des équations de conservation et de comportement
formera alors le modele mathématique permettant la prédiction de 1’évolution du milieu.

14



Toutefois, la définition des équations de constitution doit obéir a certaines regles. En
particulier, les équations de constitution doivent étre écrites de maniere a satisfaire le
second principe de la thermodynamique.

1.2.1 Concept d’entropie et de température absolue

Si on désigne l'entropie massique par S et la température absolue par T, les poten-
tiels thermodynamiques classiques, c’est-a-dire ’énergie libre massique de Helmholtz F'
et 'enthalpie libre massique (ou enthalpie libre de Gibbs massique) G sont définis par les
expressions usuelles :

F = U-TS,
(1.22)
G = H-TS.
Et donc pour un volume matériel, on écrit
S(t) = / pSdv,
V(t)
F(t) = / pF dV, (1.23)
V(1)

gt) = / pGdV.
V()

On peut donner une interprétation physique aux grandeurs F(t) et G(¢) par des dia-
grammes de type loi de conservation. Mais ceux-ci ne peuvent s’établir que sous des
hypotheses restrictives (transformations isobares et/ou isothermes) qui n’ont d’intérét
réel que dans les milieux a plusieurs constituants (milieux réactifs) ou a plusieurs phases.

Par contre, les concepts d’entropie et de température absolue permettent d’énoncer
le second principe de la thermodynamique. Celui-ci est d’une nature fondamentale-
ment différente des lois de conservation. Il exprime que pour tout volume matériel,
I’accroissement d’entropie par unité de temps est au moins égal a ’apport externe d’entropie
par unité de temps. La différence £(t) est donc nécessairement positive et compte pour la
production irréversible d’entropie par le systeme. Une relation d’égalité est évidemment
associée aux transformations réversibles.

Pour un volume matériel, on obtient sur la figure 1.6 un diagramme du méme type
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Figure 1.6: Second principe de la thermodynamique.

que pour les lois de conservation. Le second principe peut donc s’écrire sous la forme :

s

= Rall) + R0, ¥ VD), (1.24)

ou les apports externes d’entropie sont définis par

,
Ra(t) = —dV,
0 = [

(apport externe radiatif d’entropie par unité de temps),
(1.25)

q(n)
Ro(t) = /a s

(apport externe conductif d’entropie par unité de temps).

Un traitement classique par usage des théoremes de Reynolds et de Green permet
d’exprimer le second principe sous une forme locale :

DS

r a
- s
PDr = T

1
vV.a+rd. .y 1.26
7V At Vi (1.26)

et d’obtenir en combinant (1.26) avec 1'équation de conservation de ’énergie, I'inégalité
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de Clausius-Duhem, soit en termes de U et o ou en termes de H , T et p

DS DU
o722 P s a4+ vr
ot or = 77 + v
(1.27)
DS DH D
pr25 _ PH Dby —T:d—i—— V7.

Dt Dt Dt

L’inégalité de Clausius-Duhem doit étre satisfaite en tout point et en tout instant.
Une égalité correspond au caractere localement réversible de la transformation. Plus
précisément, la formulation dite rationnelle du second principe impose que I'inégalité de
Clausius-Duhem soit identiquement satisfaite pour une histoire arbitraire des variables
thermodynamiques du point matériel considéré. Une telle histoire est appelée processus
thermodynamique.

En toute rigueur, on notera que la formulation précédente du second principe n’est
valable que pour les transformations dites proches de I'équilibre thermodynamique. Dans
ce cas, on accepte 'hypothese d’équilibre thermodynamique local, ce qui permet de définir,
en fonction des coordonnées et du temps, 'entropie massique comme une mesure du
désordre énergétique local, et la température absolue d’'une maniere telle que deux corps a
I’équilibre et en contact échangent immédiatement de la chaleur du corps le plus chaud vers
le corps le plus froid. Par contre, lorsque les transformations sont fortement irréversibles,
une formulation différentielle (et plus complexe...) du second principe est nécessaire. Cette
question qui ne fait pas I'unanimité dans la communauté scientifique déborde largement
le cadre de ce cours.

1.2.2 Modele du fluide visqueux newtonien

Décomposons le tenseur des taux des déformations en une partie sphérique d® et une
partie déviatoire d? de la maniere suivante

d:(ézd)g+(d—(6:d)g), (1.28)
T T

ou d : d est la trace du tenseur des taux des déformation et peut aussi étre notée tr(d)
ou dyym.-

Les équations de constitution du fluide visqueux newtonien peuvent étre alors écrites
comme suit
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o = —pd+3k(p, T)d* + 20u(p, T)d?,

~

q = —k(p,T)VT,
(1.29)
p = ppT)
H = H(p,T),
S = S(p,T).

ou k = Rk(p,T) et p = fu(p,T) sont respectivement les coefficients de viscosité de volu-
me et de cisaillement, tandis que k = l;:(p, T) est le coefficient de conduction (ou con-
ductibilité) thermique du fluide. Les variables thermodynamiques sont donc la pression,
la température, le tenseur des taux de déformation et le gradient de température. Dans
la pratique, on définit également la viscosité cinématique d’'un fluide v = p/p, tandis que
1 est appelé viscosité dynamique.

En conclusion, on voit que 'ensemble des 17 équations formé par les formes locales
des lois de conservation et les équations de comportement forment un modele cohérent
ou le nombre d’équations et d’inconnues s’équilibrent. En particulier, on constate que
I'introduction de p comme variable additionnelle correspond a une équation de constitu-
tion pour la masse volumique.

conservation locale de la masse p 1
conservation locale de la quantité de mouvement v 3
conservation locale de I’énergie T 1

constitution pour les contraintes
constitution pour le flux calorifque
constitution pour la masse volumique
constitution pour I'enthalpie
constitution pour l'entropie

;T L q
— == WO

Pour satisfaire identiquement I'inégalité de Clausius-Duhem pour tout processus ther-
modynamique, on peut montrer que les conditions nécessaires et suffisantes suivantes
doivent prévaloir :
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Tis = am - — qu PP,
P P
k>0, (1.30)
Kk >0,
= 0.
La relation différentielle pT'dS = pdH — dp peut étre détaillée sous la forme
08 OH 1
T— b, T = 5\ PN )
319( ) dp . T) p(p,T)
oS OH (1.31)

On voit donc que la différentielle dS doit étre une différentielle exacte, les variables
indépendantes étant la pression et la température.

Ceci montre comment le second principe de la thermodynamique intervient dans les
modeles de mécanique des milieux continus. Méme si ’entropie massique ne joue aucun
role dans le systeme d’équations a résoudre, le modele doit étre tel que son existence
soit assurée. En d’autres mots, on doit pouvoir intégrer la différentielle dS donnée par
(1.30.1) dans le diagramme (p, T') de maniere indépendante du chemin d’intégration. Ceci
implique classiquement le respect de la condition suivante :

o (10H 1 o (10H
S — | === 1.32
oT <T dp ﬁT) dp (T QT) (1.32)

Cette condition contraint les possibilités de définition des équations d’état pour H et p.
Afin d’illustrer ceci, définissons tout d’abord la chaleur spécifique a pression constante
¢p, le coefficient de diffusivité thermique «, les coefficients de dilatation thermique 3, de
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compressibilité v par

T’

>

pep’

: (1.33)
_10p
pOT’
105
pop’

On peut alors montrer que la contrainte précédente peut s’écrire de maniere équivalente
comme une condition liant la chaleur spécifique a pression constante et la dérivée partielle
de I'enthalpie par rapport a la pression

1

o (10H 0 (10H
oT\T op pT')]  op\ToT

On obtient donc la relation

_lod 1&H 1 106p 1M
T2 0p T OpdT  pT?  p*T OT T OpdT’
o 1 . Toh _
o p proT
OH 1
= (1-TH). 1.34
% p( ) (1.34)

Interprétation physique du fluide visqueux newtonien

Afin de bien comprendre le sens physique des équations de constitution du fluide visqueux
newtonien, il faut, d’une part, observer que les contraintes se composent d’un terme
isotrope de pression et de deux termes visqueux. Ces derniers sont chacun le produit d’un
coefficient de viscosité par un facteur proportionnel a la vitesse de déformation (la trace
ou le déviateur du tenseur des vitesses de déformation) qui mesure soit la vitesse de di-
latation (ou compression), soit la vitesse de cisaillement. Ainsi, les contraintes visqueuses
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disparaissent non pas en ’absence de déformation (par retour de la matiere a 1’état initial),
mais quand la déformation cesse d’évoluer. Ceci marque la différence fondamentale entre
les fluides visqueux ou les contraintes sont proportionnelles a la vitesse de déformation
et les solides élastiques ou les contraintes sont proportionnelles aux déformations elles-
mémes. Il est aussi important de préciser qu'un grand nombre de matériaux ne sont pas
correctement caractérisés, ni par un modele de fluide newtonien, ni par un modele de
solide élastique. On recourt alors a des modeles de fluides non-newtoniens ou des modeles
viscoélastiques qui incluent des effets de mémoire dans I’équation de comportement. Ce
qui n’est pas le cas du modele newtonien ou toute I'histoire passée du point matériel
considéré se résume a la valeur actuelle de pression et de température.

Afin de quantifier les taux de déformation subie par un matériau, on définit le taux
de cisaillement ¥ par la relation
4% =2d¢:d% (1.35)

Il s’agit donc d’une norme du déviateur du tenseur des taux de déformation.

D’autre part, il faut observer que I’équation de constitution du flux de chaleur est
gouvernée par la loi de Fourier. Ceci modélise le fait que dans un matériau isotrope,
comme les fluides classiques, la chaleur va du chaud au froid et est directement opposée
au gradient de température. Enfin, les équations d’état de H, S et p font partie de la
thermodynamique classique et illustrent le fait que ’état du fluide visqueux newtonien a
un endroit et a un instant donnés est caractérisé par la pression et la température locales.

Finalement, il est intéressant d’écrire l'inégalité de Clausius-Duhem pour un fluide
visqueux newtonien

k
k(8 :d)? +2ud? : d4 + fVT -VT| > 0, (1.36)

Cette relation montre que toutes les irréversibilités thermodynamiques proviennent des
effets visqueux (proportionnels a la viscosité du fluide) et des transferts de chaleur par
conduction (proportionnels au coefficient de conduction du fluide).

Formulation en pression, vitesse et température

Le systeme formé par les 5 équations de conservation et les 12 équations de constitution est
fermé puisqu’il comporte autant d’équations que d’inconnues. On rappelle que les forces
a distance et les apports radiatifs sont externes et sont donc des données du probleme
au méme titre que les forces de contacts et les apports de chaleur par conduction. Le
systeme peut étre considérablement simplifié si 'on injecte les équations de constitution
dans les lois de conservation, sans plus se préoccuper de l’entropie, et en gardant la
pression, les vitesses et la température comme inconnues de base. C’est ce qu’on désigne
par formulation pression-vitesse-température du probleme.
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Apres calculs, les équations de masse, de mouvement et d’énergie prennent la forme :

Dp DT
"o P TV T
Dv d
Py = ~Vp+ V(8 :d)+ V- (2ud’) + pg, (1.37)
DT D
P ~ ﬁT—D}Z = k(6:d)?+2u(d?:d¥) +r+ V- (kVT),

otl, pour des raisons de commodité et de clarté, les expressions d et d? ainsi que 'opérateur
de la dérivée matérielle n’ont pas été détaillés en termes de vitesses. De plus, les coef-
ficients 3, v, p, K, i, ¢, et k doivent étre compris comme des fonctions données de la
pression et de la température. On obtient donc bien 5 équations a 5 inconnues.

De nombreuses simplications peuvent étre introduites dans le systeme ci-dessus. Avant
de les présenter, il convient d’observer que tout fluide réel est toujours tant soit peu
compressible, tant soit peu visqueux et qu’il conduit toujours tant soit peu la chaleur.
Les simplifications usuelles doivent donc étre considérées comme des approximations dont
la validité effective releve de I’analyse dimensionnelle.

Les simplifications les plus courantes sont :

fluide incompressible : v = 0,

fluide indilatable : g =0,

écoulement incompressible : V - v = 0,

écoulement incompressible et irrotationnel : V - v =0, V xv=0,

transformations adiabatiques : ¢ =r = 0.

Dans la pratique, 'expression fluide incompressible désigne souvent un modele de fluide
incompressible et indilatable, tandis que l’expression écoulement incompressible désigne
un probleme ou le champ de vitesse est a divergence nulle.

L’utilisation adéquate de ces approximations ou simplifications est un des aspects les
plus importants de la modélisation mathématique d’un écoulement réel. On notera ainsi
que I’écoulement particulier d’'un fluide réel connu pour étre compressible peut parfois
étre parfaitement représenté par un modele d’écoulement incompressible, si le champ de
vitesse de cet écoulement est a divergence nulle.
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1.2.3 Modele du gaz idéal

Dans le cadre du modele du fluide visqueux newtonien, une équation d’état possible pour
la masse volumique est celle du gaz idéal (aussi appelé gaz parfait):

o, T) = (1.38)

ou R =TR/m est la constante du gaz idéal considéré.

Dans ce cas, la condition (1.34) devient

OH 1 P

= (1= =) = 1.

o p( pRT) 0, (1.39)
——

ce qui implique que 'enthalpie massique et la chaleur massique a pression constante ne
dépendent que de la température. Il est ensuite facile de montrer qu’il en est de méme
pour ’énergie interne massique et la chaleur spécifique a volume constant.

Typiquement, on obtient de cette maniere les propriétés suivantes pour un gaz idéal :

dU = ¢&,(T)dT,

dH = ¢&,(T)dT, (1.40)

ou la chaleur spécifique a volume constant est définie par :

¢, = (T = ou. (1.41)
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1.2.4 Ecoulement incompressible d’un fluide visqueux newtonien

Lorsqu’on introduit I’hypothese d’incompressibilité et d’indilatabilité, on obtient le modele
de I’écoulement incompressible du fluide visqueux newtonien.

U = U(T),
S — (7).

Pour satisfaire identiquement I'inégalité de Clausius-Duhem pour tout processus ther-
modynamique, on peut, a nouveau, montrer que les conditions nécessaires et suffisantes
suivantes doivent prévaloir :

prdsS = pdH — dp,

k>0, (1.43)
p = 0.
En particulier, I'utilisation de (1.34) devient
OH 1
L2 (1.44)
op  p

ce qui implique bien que I'énergie interne ne peut dépendre que de la température. N'ayant
plus d’intérét ici a distinguer chaleur spécifique a volume ou a pression constante, nous
définirons simplement la chaleur spécifique ¢ comme étant

R oU OH
c = ¢T) = o5 = a7 (1.45)

dans le cas d’'un modele d’écoulement incompressible.

Formulation en pression, vitesse et température

Le systeme formé par les équations de conservation et les équations de constitution peut,
a nouveau, étre considérablement simplifié si I'on injecte les équations de constitution
dans les lois de conservation.
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Apres calculs, les équations de la formulation pression-vitesse-température du probleme
prennent la forme :

V V. = 07
Dv
P = —Vp+ V- (2ud) + pg, (1.46)
DT
Py = 2u(d :d)+r+ V- (kVT),

1.3 Conditions aux limites

Dans le formalisme de la mécanique des milieux continus, le probleme a résoudre porte le
plus souvent sur la prédiction de I’évolution des champs inconnus dans un volume matériel
ou un volume de controle. Dans la mécanique des fluides classique, les champs inconnus
sont, en général, la pression, les vitesses et la température, tandis que le domaine d’étude
est généralement un volume de controle, puisque les fluides sont susceptibles de subir
d’énormes déformations. Il est donc préférable de s’attacher a I’étude d’un volume fixe
de I'espace pour un observateur déterminé.

Pour définir correctement un probleme, il faut spécifier le modele (par exemple, le
modele de fluide visqueux newtonien en formulation pression-vitesse-température), mais
également préciser completement ’action de I'extérieur sur le systeme. Cette action com-
prend des effets a distance, ainsi que les conditions initiales et aux frontieres.

Les effets a distance se limitent aux forces de masse (g) et a la puissance radiative
volumique (r) qui sont donc bien des données du probleme.

Les conditions initiales et les conditions frontieres peuvent prendre des formes extrémement
différentes et il est tres difficile d’en donner une description systématique. Toutefois, il
faut observer que la matiere ne s’arréte pas aux frontieres du domaine considéré et que son
évolution ne commence pas au temps initial. Comme il est impossible d’étendre sans limite
le domaine d’analyse et de reculer arbitrairement le temps initial o démarre I'analyse, on
devra donc effectuer un compromis. En pratique, on choisit donc des frontieres telles que
certaines informations puissent y étre considérées comme approximativement correctes.
Mais il ne s’agit que d'un modele de la réalité : on doit donc toujours garder a 'esprit,
et en particulier pour les problemes thermiques, le fait que ces conditions ne sont qu’une
approximation de la réalité.
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Conditions initiales

Pour un fluide visqueux newtonien quelconque, les conditions initiales consistent a spécifier
les champs de pression, de vitesse et de température au temps initial.

Lorsqu’on suppose que 1’écoulement est incompressible, il ne faut plus imposer que
les vitesses et la température. Ce fait est lié a la nature mathématique des équations
aux dérivées partielles associées a ce probleme. De maniere purement intuitive, ceci peut
étre expliqué par le fait que le terme d’évolution temporelle disparait dans I’équation de
conservation de la masse qui est associée au champ de pression. Dans le cas incompressible,
la pression s’adapte instantanément a 1’écoulement a chaque instant, sans le retard di a
la propagation des ondes acoustiques.

Conditions aux frontiéres

En restant dans le cas d’un fluide visqueux newtonien, trois ou quatre conditions mécaniques
et une condition thermique doivent étre spécifiées le long de toutes les frontieres. Le long
des parois, le fluide est supposé coller et on impose donc que la vitesse du fluide soit égale a
la vitesse de la paroi solide. Il faut y ajouter une condition thermique, en prescrivant soit la
température a la paroi, soit le flux de chaleur sortant a travers celle-ci. Le long d'une sec-
tion d’entrée, il est usuel d’imposer la pression, le profil de vitesse et la température. Par
contre, le long des sections de sortie du domaine, on impose généralement des conditions
moins strictes de facon a éviter la génération de zones minces de transition indésirables.
On impose seulement la composante normale de la force de contact, en exigeant que les
composantes tangentielles de la vitesse (ou les composantes tangentielles de la force de
contact) soient nulles. On agit de méme pour la condition thermique en imposant un flux
de chaleur nul.

Il est essentiel d’observer que les conditions aux frontieres changent completement
lorsque 'une des simplifications classiques (écoulement incompressible, écoulement incom-
pressible et irrotationnel, transformations adiabatiques) est introduite. A titre d’exemple,
mentionnons seulement les points suivants :

e Pour un écoulement incompressible et irrotationnel ou écoulement de fluide parfait,
seule une condition sur la composante normale de la vitesse peut étre appliquée le
long d'une paroi. Le fluide glisse sur les parois.

e Il ne faut pas imposer la pression aux sections d’entrée, dans le cas incompressible.
e Il n’y a pas de conditions thermiques a spécifier sur les parois et les sections de

sortie, dans le cas d'un écoulement en transformations adiabatiques (sans échange
de chaleur).
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Conditions d’interface

Dans de tres nombreux problemes, des interfaces de forme inconnue entre deux fluides
(ou entre un fluide et un solide) doivent étre considérées. On parle alors de probleme a
frontiere libre. En général, on impose a l'interface la continuité des vitesses, des forces de
contact, de la température et du flux de chaleur. A nouveau, les simplifications classiques
modifient les conditions d’interface qu’il faut appliquer.

D’autre part, des phénomenes physiques supplémentaires importants peuvent étre en
jeu. Par exemple, la présence d’effets capillaires modifie les conditions de forces de contact
a 'interface de deux fluides, tandis que la chaleur latente de fusion ou d’évaporation doit
étre prise en compte pour des problemes de changement de phase solide-liquide ou liquide-
gaz.
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Chapitre 2

Ecoulements incompressibles établis

Un écoulement établi est un écoulement dont le profil transversal de vitesse est le méme
quelle que soit la section (transversale a ’écoulement) ot on mesure ce profil. “Etabli”
signifie donc “completement développé” (“fully developed”). Les écoulements établis ne
peuvent donc se rencontrer qu’en écoulement avec section de passage invariable le long de
I’écoulement: écoulement entre deux plaques planes séparées par une distance invariable,
écoulement en conduite cylindrique de section circulaire invariable, écoulement en con-
duite cylindrique de section non circulaire (e.g., carré, rectangle, etc.) invariable. Pour la
suite, la direction de I’écoulement est la direction x.

A noter que le profil de vitesse pour un écoulement a section invariable n’est pas
nécessairement établi: par exemple, si on connecte une tres longue conduite de section
invariable a la base d’'un réservoir rempli d’un fluide, et qu’on laisse le fluide s’écouler par
I’autre bout de la conduite, il faudra compter une distance non-négligeable a partir de la
sortie du réservoir pour que 1’écoulement s’“établisse” (i.e., se développe complétement).
Nous y reviendrons plus loin.

En résumé: avoir une section invariable est une condition nécessaire mais non suffisante
pour assurer un écoulement établi.

2.1 Ecoulements de Hagen-Poiseuille et de Couette

Ecoulements plans

Considérons 1’écoulement bidimensionnel et établi entre deux plaques planes, fixes, et
séparées par une distance d = 2h (Poiseuille, 1840, d’oti le nom d’écoulement de Poiseuille).
Le systeme de coordonnées est centré entre les plaques, avec x la direction de I’écoulement
et y la direction perpendiculaire a 1’écoulement, voir Fig. 2.1. Comme 1’écoulement est
établi, on a, par définition, que u = u(y) et donc que % = 0. La continuité implique donc
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que g—;’ = 0. L’intégration de cette équation implique que v = v(z) au plus. Comme on a
que v = 0 a la paroi, on en conclut, finalement, que v = 0 partout.

Figure 2.1: Ecoulement établi entre deux plaques.

On considere ensuite les équations de quantité de mouvement. Comme v = 0, ’équation

en y donne: %—5 = 0. La pression ne dépend donc que de x. De I’équation en x, on obtient:
dP d*u
0=——F—+v——s. 2.1
dx * dy? (2.1)

Donc, pour de tels écoulements, les termes non-linéaires de convection s’annulent ex-
actement, et ce indépendamment du nombre de Reynolds. En particulier, le nombre de
Reynolds ne doit pas nécessairement étre petit.

Comme P = P(z) et u=u(y), on a:

dP  du

ou C' est une constante. Cette contante est négative car la pression diminue en x en raison
des pertes de charge. Le profil de vitesse est donc finalement obtenu par intégration:

u(y) = (%) % (%2+01y+02) . (2.3)

Avec la condition que u(—h) = u(h) = 0, on obtient:

w-()E(-0)-(DE0-@) w

Le profil de vitesse est donc parabolique, comme illustré sur la Fig. 2.2. La vitesse

maximale est la vitesse au centre:
dp\ h?
=) —. 2.5
! < dw) 21 (25)
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Le débit volumique (par unité de profondeur) est aussi facilement obtenu:

h 2 d h 4
Q:Q/O u(y)dy:§(—£) ﬁ:§h“6‘ (2.6)

La vitesse de débit est définie comme étant le débit volumique (par unité de profondeur)
divisé par la section de passage:

Uy = —— = = Ug . (2.7)
On a donc aussi, pour le profil de vitesse:

uly) = gum <1 - (%)2) . (2.8)

La vitesse maximale est égale a 3/2 de la vitesse de débit.

1

y/h

0 1 u/um

Figure 2.2: Profil de vitesse pour I'écoulement de Poiseuille entre
deux plaques.

La contrainte de frottement a la paroi est:

du du dp 2 3 Uy,
= =22\ h= = ) 2.9
! y—h ( d:z;) h I (2:9)

_ﬂd_y y=*h:_ud_3/

Le coefficient adimensionnel de frottement, C, est défini comme étant la contrainte de
frottement divisée par la pression dynamique (basée sur la vitesse de référence, u,,):

Tw

C— ' 2.10
= (2.10)
On obtient donc: 6 6 12
i v
o _ 6 2.11
! phtt, htt,, Rey ( )
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avec Reg = u,,d/v le nombre de Reynolds de I’écoulement (avec la normalisation classique
qui utilise comme vitesse de référence la vitesse de débit, et comme longueur de référence
la distance entre les plaques, d = 2h).

On utilise aussi souvent le coefficient de perte de charge, A\, défini par:

dp\ _ pum® A
—— | = —. 2.12
( dx) 2 d (2.12)

En comparant C; et A, on obtient immédiatement que

AN=2Cy. (2.13)
Donc, pour les pertes de charge, on a:
24
A= —. 2.14
e, (2.14)

Un autre type d’écoulement est I’écoulement de Couette: u(—h) = 0 et u(h) = U,
sans gradient de pression. On a alors:

22 _0. (2.15)

uly) = 2 (1 + g) . (2.16)

Finalement, une combinaison linéaire des deux écoulements ci-dessus correspond au
cas Poiseuille-Couette combinés: u(—h) = 0 et u(h) = U, avec gradient de pression. Le
profil de vitesse est aussi obtenu par combinaison linéaire:

uly) = (-3-2) % (1 . (%)2) + % (1 n %) . (2.17)

A noter que l'approche par combinaison linéaire est rendue possible par le fait que
les termes non-linéaires de convection s’annulent exactement. Les profils de vitesse
d’écoulements de type Poiseuille-Couette sont donnés a la Fig. 2.4, en fonction du parametre
adimensionnel f = (—Z—’;) 2;}3—2(] Le cas Couette pur correspond a § = 0. Pour les
écoulements avec pertes de charge (8 > 0), la vitesse u(y) est toujours supérieure a celle
de 'écoulement de Couette. Il n’en va pas de méme pour les écoulements avec “gains”
de charge (5 < 0): la vitesse u(y) est alors toujours inférieure a celle de I’écoulement de

Couette. En fait, pour § < —1/4, on a méme des vitesses négatives.
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y/h

-1 T

0 u/U 1

Figure 2.3: Profil de vitesse pour I'écoulement de Couette entre deux
plaques.

Ecoulements axisymétriques

Considérons ensuite I’écoulement axisymétrique en conduite cylindrique de section circu-
laire de diametre D = 2R (Hagen 1839 et Poiseuille, 1840, d’ou le nom d’écoulement
de Hagen-Poiseuille). Le systeme de coordonnées est centré, avec z la direction de

I’écoulement et r la direction radiale, voir Fig. 2.5. Comme 1’écoulement est établi, on

a, par définition, que u = wu(r) et donc que g—; = 0. La continuité implique donc que
%(r v) = 0. L’intégration de cette équation implique que rv = f(z) au plus. Comme on

a que v = 0 a la paroi 7 = R, on obtient f(x) = 0. On conclut donc, finalement, que
v = 0 partout.

On considere ensuite les équations de quantité de mouvement. Comme v = 0, I’équation

en r donne: % = 0. La pression ne dépend donc que de z. De I’équation en z, on obtient:
dP v d du

0= — va dauy. 2.18

dx + rdr (T dr) ( )

De nouveau, les termes non-linéaires de convection s’annulent exactement pour de tels
écoulements. Le profil de vitesse est obtenu par intégration:

u(r) (‘;—i) E <§ e 10g7’+C'2> | (2.19)

14

Avec les conditions impliquant que u(R) = 0 et que la solution ne soit pas singuliere en
r = 0, on obtient:

0= ()= (D L) e
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Figure 2.4: Profils de vitesse pour les écoulements de Poiseuille-
Couette entre deux plaques.

Le profil de vitesse est donc de nouveau parabolique. La vitesse maximale est au centre:

dp\ R?

Le débit est obtenu par intégration du profil de vitesse, avec dA = dr rdb:

2m R dp\ mR* wRu,
Q:/Au(r)dA:/o dé’/o u(r) rdr = (—%> W: 5 (2.22)

La vitesse de débit est donc:

- = I (2.23)

u(r) = 2 um (1 - (%)2> . (2.24)

La vitesse maximale est donc égale a deux fois la vitesse de débit.

et on a aussi:

La contrainte de frottement a la paroi est:

du B d_p R 2pue _ Apuy (2.25)
r=R B B '

_”5

Tw =

dx) 2 R R
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Figure 2.5: Ecoulement établi en conduite circulaire.

ce qui donne, pour le coefficient de frottement:

w 8 8 16
=T (2.26)
pum?/2  pRu,  Ru, Rep

Cy

avec Rep = u,, D/v le nombre de Reynolds de I’écoulement qui est ici basé sur la vitesse
de débit et sur le diametre de la conduite. Le coefficient de perte de charge est ici défini

par:
dp\ _ pun® A

En comparant C; et A, on obtient immédiatement que

A=4Cf. (2.28)
Finalement, pour les pertes de charge en conduites circulaires, on a:

64
A= — 2.29
Ren (2.29)

A noter que le cas des écoulements entre deux cylindres concentriques de diametres
D; (“inner diameter”) et D (“outer diameter”) est aussi facilement obtenu: il suffit de
déterminer les constantes d’intégration du profil de vitesse, C; et Cs, afin de satisfaire
les conditions aux limites: u(R;) = u(R) = 0. Il s’agit 1a encore d’écoulements de type
Hagen-Poiseuille, voir Fig. 2.7.

Finalement, on peut méme considérer le cas ot il y a une vitesse relative de translation
entre les deux cylindres: soit Couette (sans gradient de pression), voir Fig. 2.8, soit méme
Hagen-Poiseuille et Couette combinés (avec gradient de pression).
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-1 0 4 u/um T

Figure 2.6: Profil de vitesse pour I'écoulement de Hagen-Poiseuille
en conduite circulaire.

3/4
T/R 12
1/4
0 — g ——————— -
1 2
-1
U/ Uy,

Figure 2.7: Profils de vitesse pour I'écoulement de Hagen-Poiseuille
en conduite circulaire avec cylindre interne. Cas D;/D =0, 1/4, 1/2
et 3/4.
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r/R

3/4 3/4
1/2 T/R 1/2
1/4 1/4
-1
u/U u/U

Figure 2.8: Profils de vitesse pour I'écoulement de Couette en con-
duite circulaire avec cylindre interne. Cas D;/D =0, 1/4, 1/2 et 3/4.
Gauche: cas avec cylindre intérieur fixe et cylindre extérieur mobile.
Droite: cas avec cylindre intérieur mobile et cylindre extérieur fixe.
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2.2 Ecoulements instationnaires

2.2.1 Démarrage brusque de I’écoulement dans une conduite

Pour un écoulement établi mais instationnaire en conduite, on a avec u = u(r, t):

ou dP 10 ( ﬁu)

o dx  Vrar\"or

(2.30)

Considérons tout d’abord le probleme du démarrage brusque de I’écoulement dans une
conduite: pour t < 0, il n’y a pas de gradient de pression imposé a la conduite, et donc pas
d’écoulement u(r,t < 0) = 0. Pour ¢ > 0, un gradient de pression constant est imposé a la
conduite. Un écoulement “démarre” donc au sein de celle-ci en t = 0., tout en respectant
la condition de non-glissement a la paroi: u(R,t) = 0. Clairement, il s’agit d’un probleme
aux conditions initiale et limite bien posé. On sait que, pour ¢t — oo, I’écoulement tendra

vers I’écoulement de Poiseuille, u = u(r) = u. (1 — (%)2> avec U, = 21U, = — (%) f—j,
écoulement qui satisfait 1’équation,
dP 1d du
0= — td [, du 2.31
dq;—i_yrdr(rdr) ’ (2:31)

ainsi que la condition limite de non-glissement a la paroi. Par soustraction des équations
ci-dessus, on obtient 1’équation pour la fonction “différence entre u(r,t — oo) et u(r,t)”.
Appelons cette fonction @(r,t). On a donc que a(r,t) satisfait

onu 10 onu

e e . 2 . o
avec, comme condition initiale, a(r,0) = wu, (1 — (%) ) et, comme condition limite,

(R,t) = 0. Comme dans le probleme de l'entrée thermique (Grétz), on travaille en
variables adimensionnelles en définissant:

U r vt
¥ _ — _ — = — 2
uC Y /r] R Y C R2 ) ( 33)
ce qui donne
ouwt 10 ou*
=—— , 2.34
¢ non (77 on ) (239

avec @*(n,0) = (1 —n?%) et u*(1,¢{) = 0. Le probléme est clairement séparable: @* =
f(n)g(¢), ce qui donne:

dg 1d ( df)
=" (pL)y, 2.35
d¢  ndn \"dn (2.35)
et donc: L4 L4 of
g 2
gd¢ nfdn ( dn) (2:56)



ou encore:

dg
4+ )\ = 2.37
2f df
LN = 0. 2.38
U + d77+ nf (2.38)

La fonction ¢ est donc de la forme g = C e ¢, et la solution du probléme est construite
comme:

i =Y Cy faln)e ¢ (2.39)
n=1
avec d2f df
P S N f = 2.4

'équation de Bessel d’ordre 0 dont les solutions sont Jo(A, 1) et Yo(A,n). Cette derniere
étant non bornée a l'origine est donc a rejeter. La solution du probleme s’exprime donc
sous la forme:

W(,0) = CoJo(Aam) e ¢ (2.41)
n=1

L’imposition de la condition a la limite, @*(1, () = 0, implique que les A, (i.e., les valeurs
propres) sont les zéros successifs de la fonction de Bessel Jy. L’imposition de la condition
initiale, @*(n,0) = (1 — n?) demande que

(1 - 772) - Z Cn Jo(Ann) (2.42)

ce qui, par l'orthogonalité des fonctions de Bessel, permet de déterminer les C),,. En
multipliant Eq. (2.42) par n Jo(\, 1) et en intégrant, on obtient donc:

()" -

(2.43)
Comme [ s Jo(s)ds = s Ji(s), et que [s*Jo(s)ds = s> Ji(s) + 2% Jo(s) —4 [ sJo(s)ds,
on obtient finalement que

DO | —

1 8} 1
[0 =) domydn =3 Co [ 00 1) oOun)dn =
0 — 0

/0 n(1=n%) Jo(Amn)dy =

1 1 2 1 4
3 [ (L=n*) i(Amn)], — ’eR (7% Jo(Am )], + 5 [0 Mo
4
On a donc, pour le coefficient C,,,:
8
Cn = . 2.45
N 10 24



Finalement, la solution est:

Jo(An 77 o2
“(n,¢) =8 ZAg e e, (2.46)

et donc

Uy Joan) ¢
_(1 T]) S;A%Jl( € )

An)
. 2 > Jo (>\n %) 2 vt

L’établissement du profil de vitesse est donné a la Fig. 2.9.

Figure 2.9: Démarrage brusque d'un écoulement de Poiseuille en con-
duite circulaire: développement du profil de vitesse.

Combien de temps faut-il pour établir un tel écoulement? Le temps caractéristique
d’établissement est essentiellement déterminé par le terme exponentiel qui décroit le
moins rapidement: e ¢ On a donc, comme estimation du temps caractéristique de
développement (pour passer de 1 & e~ dans le facteur exponentiel dominant),

1

(.~ 5 =0 173 . (2.48)

Plus précisément, examinons la vitesse au centre de la conduite:

u > 1 2
— —1— E — 2.4
Ue (0’ C> ; n=1 A?L Jl(/\n> ‘ ( 9)
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Pour ¢ > (., cela donne
8
AL (M)

Par exemple, le temps de développement tel que la vitesse au centre de la conduite soit
égale a 99% de la vitesse maximum, est

(0,¢>¢)~1 e ME=1—-1.108¢273¢ (2.50)

u
Ue

Ve g

Ce,0.909 = ~ 0.814 , (2.51)

estimation qui est effectivement confirmée par la Fig. 2.9. Celui tel que la vitesse soit
égale & 95% de la vitesse maximum est

te
(o5 = — T~ 0536 (2.52)

Il y a manifestement un certain parallele entre 1’écoulement établi et instationnaire
correspondant a un démarrage brusque en conduite, et celui de la zone d’entrée pour
I’établissement d'un écoulement stationnaire en conduite. En effet, on constate que,
pour chaque probléme, il y a développement (temporel ou spatial, selon le cas) d’une
couche limite qui émane de la paroi, diffuse, et éventuellement occupe toute la section
de la conduite pour former ainsi 1’écoulement de Poiseuille. 11 y a cependant aussi des
différences notables. Dans le cas du développement spatial, le profil de vitesse passe de

R
Dans le cas du développement temporel, il passe de u(r) = 0 a Poiseuille. Dans le cas
spatial, la vitesse au centre passe donc de u. = u,, a u. = 2u,,, tandis que, dans le cas
temporel, elle passe de u. = 0 a u. = 2u,,. Quoi qu’il en soit, I'analogie espace-temps
est évidente, méme si elle est imparfaite. En “remplacant” t. par z./u,, dans le résultat
ci-dessus, on obtient une estimation de la longeur de développement pour le cas spatial:

’écoulement bouchon, u(r) = w,,, & ’écoulement de Poiseuille, u(r) = 2u,, (1 - (1)2>.

Te V v
— = rt.—==(, 2.53
Uy, R2 R? S ( )
et donc ¢
Te. V Le c
—= ~ (. — — ~ > Rep ~ 0.2 Rep . 2.54
D u,D G D 4 €D €D ( )

Bien sur, puisque 'analogie n’est pas parfaite, on ne peut pas utiliser de chiffre précis.
On a ici proposé 0.20 comme estimation acceptable. De toute facon, cela dépend aussi
de la valeur de wz.: est-ce x.095, ol plutdt x.0997... Quoi qu'il en soit, on a établi ici
un résultat encore plus précis que celui obtenu par ’analyse dimensionnelle: i.e., que la
fonction f(Rep) pour la longueur d’établissement d’'un écoulement laminaire en conduite
est simplement de la forme C Rep, et que le coefficient de proportionalité, C', est proche
de 0.2 .

Notons, en passant, que la longueur d’établissement d'un écoulement de Poiseuille
peut étre considérable. Par exemple, pour établir un écoulement a Rep = 1000, il faudra
compter environ 200 diametres! Tout ceci, bien sur, n’est valable que pour les écoulements
laminaires. Pour les écoulements turbulents, la loi de variation sera différente.
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2.2.2 Ecoulement cyclique avec gradient de pression oscillant

Considérons ensuite le cas ou le gradient de pression imposé est oscillant:

dP dP dP twt
== ol cos(wt) = ——1| e (2.55)

0 ‘0 > 0 I'amplitude
du gradient de pression imposé. Il est bien entendu que I’on considere uniquement la partie
réelle de e?“?.

avec w la fréquence circulaire d’excitation (en radians par seconde) et — 42

La vitesse de référence est, naturellement, la vitesse maximale de 1’écoulement de

Poiseuille, u, = ‘Cll]; . Eq. (2.30) devient donc:
ou 4v . 10 ou
— = —y.ev ——r= . 2.56
o e TV (T&’) (2.56)
Les variables adimensionnelles a utiliser sont:
u r w R? tv
= — = — Y= =—. 2.57
Uu uC Y 77 R J W v 7 C R2 ( )
A noter que wt = w* (. On cherche donc une solution de la forme
ut = fn) et = fn)ec. (2.58)
On obtient alors:
a - *
(9_1; = u, fiwe'™! RQucfzw etvr e
10 ou v A?f  1df\ .. ¢
= r=) = =u. (-2 L 2.59
Y or (T8r> R (dn2+ndn ¢ ( )
ce qui mene a ’équation différentielle non-homogene suivante:
L df  df
- —4n*. 2.60
Uh az i U (2.60)
Une solution particuliere de 1’équation non-homogene est
folm) = (261)
p\11) = o .

L’équation homogene est ’équation de Bessel d’ordre 0 dont la solution (réguliere) est
fln) = € Jo (V=iwn) . (2.62)

La solution génerale de 1’équation non-homogene est donc:

(\/W n) . (2.63)

f(n) =
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L’imposition de la condition limite de vitesse nulle & la paroi, f(1) = 0, fournit la constante
C. Finalement, la solution est

o (v —ia)

Comme —i = €32 on a que v/—i = €34, La solution finale s’écrit:

4 J. ei37r/4 [oo* o
w_g) A (Al N el (2.65)
Ue 7 w* JO (6137r/4 /w*)
La fonction complexe Jy (ei 3r/4 5) avec s réel > 0 a un nom en mathématique: sa partie

réelle s’appelle la fonction Ber(s) (avec Ber(0) = 1), et sa partie imaginaire s’appelle la
fonction Bei(s) (avec Bei(0) = 0):

f(n) = (2.64)

T w*

1 (1 Jo(mn)>_

Jo (ei3”/4 s) = Ber(s) + i Beil(s) . (2.66)
On a donc, comme solution:
B * | Bei * -
U _gl A (B (vern) ol (Verm ) el (2.67)
1w* Ber (\/J) + 1 Bes (\/J)

Cette solution est générale et valable pour toutes les fréquences d’excitation. Les cas de
forgages lent et rapide sont des cas particuliers intéressants.

En forcage lent, on considere que v/w*n est petit. Comme on a que 0 < n < 1, une
condition suffisante est que v/w* soit petit. La série de Taylor est alors:

2 st

Jo (e"3™/* s) = Ber(s) +i Bei(s) = 1 +1i YRy +..., (2.68)

et on obtient:

Jo(ei3”/4\/aFn) B 1+i%772—%17fl+...
Jo (€374 wr) e ey
* *2

= 1= (=) o (=4 4 8) + O (@) L (260)

Cela donne finalement:

v oy W o iw* ¢
o 3‘%{((1 17) 216(77 4dn +3))6 }

*

= (1—n%) cos(w* () + % (" —4n* +3) sin(w* ) + O (W) . (2.70)

Cette formule est uniformémement valable (i.e., valable pour tous les 1) tant que w* reste
faible. On constate donc, qu’a faible w*, I’écoulement est essentiellement un écoulement

43



de Poiseuille en phase avec le gradient de pression imposé. Ceci est tout a fait logique:
le gradient de pression de forcage variant lentement, 1’écoulement a le temps de “suivre”
sa variation et d’étre en équilibre quasi-statique avec celui-ci. Le terme additionnel,
proportionnel a w* et donc d’autant plus petit que w* est faible, est un terme de déphasage
de 7/2 (i.e., de 90deg). En début de cycle (w*( = 0), le profil de vitesse est le profil
de Poiseuille correspondant au gradient de pression, voir Fig. 2.10. En quart de cycle
(w*¢ = m/2), le profil de vitesse n’est pas nul bien que le gradient de pression le soit,
voir Fig. 2.10. On a donc un retard entre le profil de vitesse et le gradient de pression.
En milieu de cycle (w* ¢ = 7), le profil de vitesse est, de nouveau, le profil de Poiseuille
en phase avec le gradient de pression. On a donc “récupéré” le retard. Par exemple, au
centre de la conduite, on a que

u(0) 3w*

v cos (w* () + 16

sin (w* ¢) + O (w*?) | (2.71)

et on constate bien que cette vitesse ne suit pas parfaitement la variation du gradient de
pression.

Figure 2.10: Ecoulement cyclique en conduite circulaire: cas d'un
forcage lent avec w* = 1/2. Solution exacte (trait plein) et solution
approchée (trait interrompu).

En forcage rapide, on considere que v/w* 1 est grand, et ce pour tous les 7). Clairement,
le centre de la conduite, n = 0, doit étre exclu d'une telle analyse. La solution obtenue
ne sera pas uniformément valide. On utilise ici I’expansion asymptotique de Jy(z) valable
pour de grande valeurs de |z| avec arg(z) < m:

Jo(z) = \/? cos (z — %) +... (2.72)
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On a donc:

Jo (6i37r/4 s

~—

= Ber(s) + i Bei(s)

A~ ei3/8 n cos (ei3”/43 — E)
S 4
= i3/ 2 cos (zi - (i +Z )
s V2 V2 o4
= ¢ 7¥3/8 2 [cos <z i) cos (i + z) + sin (z ) sin (i + Z)}
s V2 V2 A4 V2 V2 4
= ¢ 7¥3/8 2§ [cosh <%) coS (% + %) + ¢ sinh <%) sin (% + %)]
~ e /8 2 16% [cos o + E) + % sin (i -+ E)]
s 2 V2 o4 V2 4
o—i37/8 \/26} el<%+§> : (2.73)

ce qui mene a:

Jo (ei‘37r/4 \/(,F’Iﬁ ~ L o %(1_77) e—i\/g(l—”i) ,
Jo (ez 3 /4 \/CF) \/ﬁ

et finalement au résultat asymptotique suivant:

_ §R{ A (L V) e—i\/“;(l—n)) em*c}
tw* \\/1

[sin (w* () — % e~V F 1= gin (w* ¢— %*(1 — n))

résultat qui n’est pas uniformément valable: il nécéssite que vw*n soit suffisamment
grand. L’écoulement est essentiellement en déphasage de 7/2 (i.e., de 90 deg) par rapport
au gradient de pression, voir Fig. 2.11: c’est en w*( = 7/2 (i.e., lorsque le gradient de
pression est nul) que le profil de vitesse est le plus “plein”. En début de cycle, on observe
une zone de grande vitesse pres de la paroi (i.e., plus grande que la vitesse au centre). La
dynamique de cet écoulement est donc fort compliquée.

&l &=

e <%) (2.75)

2.2.3 Démarrage brusque d’une plaque

Considérons un écoulement instationnaire le long d’une plaque plane: u = u(y,t). Comme
une plaque ne borne I’écoulement que d’un coté (lautre “coté” étant a Uinfini), il n’y a
pas de gradient de pression latéral pour un écoulement établi le long d’une plaque. On a
alors simplement que:
ou 0?u
— =v—. 2.76
ot oy? ( )
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Figure 2.11: Ecoulement cyclique en conduite circulaire: cas d'un
forcage rapide avec w* = 20. Solution exacte (trait plein) et solution
approchée (trait interrompu).

Cette équation est I’équation classique de diffusion.

Considérons tout d’abord le probleme du démarrage brusque d’une plaque: pour t < 0,
il n’y a pas de vitesse de plaque, et donc pas d’écoulement u(y,t < 0) = 0. Pour ¢ > 0,
une vitesse de plaque constante, U, est imposée. Un écoulement “démarre” donc au sein
du fluide en ¢t = 0., et ce afin de respecter la condition de non-glissement a la paroi:
u(0,t > 0) = U. Clairement, il s’agit d’un probléeme aux conditions initiale et limite bien
posé. L’analyse dimensionnelle nous fournit la variable de similitude a utiliser: n = \/Lﬁ

En fait, 'algebre est un peu plus facile si on utilise plutot n = #ﬁ On considere donc:

=1 (52=) = . 277)

Cela donne

ou _ pdon
o dn Ot dn 2t
@ B df 877 U ﬁ 1
dy —  dndy dn 2/vt’
0%u ?f 1
Z - = A 2.
Oy? v dn? 4vt (2.78)
On obtient donc 'équation différentielle suivante:
d*f df
—4+2n—=0. 2.79
i +2n i (2.79)
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Intégrée une premiere fois, elle donne:

df 2
—=Ce . 2.80
=ce (280)
Intégrée une deuxieme fois, elle donne:
n
fln) = c/ e dn + D . (2.81)
0

La condition f(0) =1 donne D = 1. La condition lim, . f(1) = 0 donne C ‘/7% +1=0.
On a donc la solution:
u

2 n /2
T 1-— ﬁ/o e " dn =1 —erf(n) = erfe(n) , (2.82)

avec erf la fonction erreur et erfc la fonction erreur complémentaire. Le développement
du champ de vitesse est montré a la Fig. 2.12.

1 0 1

u . W
U U

Figure 2.12: Démarrage brusque d'une plaque: développement des
profils de vitesse et de tourbillon.

Le tourbillon est aussi facilement obtenu:

8u 2 2 1 U —y?
w=——=U—7¢e"" = eive . 2.83
oy VT vt Nmut ( )
Son graphe est aussi donné a la Fig. 2.12. En fait, au temps ¢ = 0, une feuille tourbillon
infiniment mince (i.e., un Dirac de tourbillon) a été déposée sur la surface de la plaque.
Elle diffuse ensuite dans le fluide, et la valeur du tourbillon a la paroi diminue en fonction

du temps. L’intégrale du tourbillon reste cependant conservée et égale a U. En effet:

/oOOWdy T /OOO oy W= [u(y)ly =U - (2.84)
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2.2.4 Plaque oscillante

Dans le cas d'une plaque oscillante, la vitesse de la plaque est
U cos(wt) =R{Ue™“"'} . (2.85)

Par analyse dimensionnelle, on détermine que la variable est n = y \/? . On considere
donc:

U .
S =R{fmeer) (2.56)

ce qui donne

% = Ufiwe™?,

ou df |w

-7 U— o iwt

dy dn \ v ’

0*u Efw

0_3/2 = Uvd—772 ;6 t s (287)

ol on a négligé de préciser qu’on doit considérer la partie réelle des fonctions ci-dessus:
on s’en souviendra a la fin. On obtient donc I’équation différentielle suivante:

—L _if=0. (2.88)

Les solutions sont de la forme C'e*”. Le polyndme caractéristique est ici A2 —i = 0,

. - T -5 - T . - 57 . .
c-a-d. X2 =i=¢"2 =¢'2, et donc \; = €'t = Lz(l +i)et dpg=¢e'1 = —Lz(l + ). Ici,
la solution doit décroitre lorsque n — oo. On doit donc exclure la solution de la forme

CeM. On a donc: u

5= %{06—%(1+i)neiwt} ‘ (2.89)

La condition de non-glissement en n = 0 détermine que C' = 1. Finalement, on obtient:

%:e_ cos(wt—%>:e_y 2wvCos<wt—y1/;—l/>. (2.90)

L’amplitude de la vitesse décroit de maniere exponentielle. De plus, elle est déphasée par
rapport a la vitesse de la plaque, I'angle de déphasage ¢ étant proportionnel a la distance

Sk

v 1 est déphasée

w

a la plaque: ¢ =y /5, voir Fig. 2.13. Par exemple, la vitesse en y =
de 7 (i.e., de 180 deg) par rapport a la vitesse de la plaque.

2.3 Zone d’entrée et longueur d’établissement

Comme nous 'avons déja noté précédemment, le profil de vitesse pour un écoulement
a section invariable n’est pas nécessairement établi. Nous considérons ici une longue
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Figure 2.13: Oscillation d'une plaque: profils de vitesse.

conduite de section constante connectée a un grand réservoir, voir Fig. 2.14. A U'entrée de
la conduite, x = 0, le profil de vitesse est essentiellement plat (i.e., écoulement bouchon)
car la présence de la paroi de la conduite n’a pas encore pu influencer de facon significative
le profil de vitesse. On a donc, en bonne approximation: u(0,7) & u,, pour 0 < r < R
et u(0, R) = 0. Il faudra compter une longueur d’établissement z,. non négligeable pour

que l’écoulement s’établisse (i.e., se développe) et atteigne le régime qui correspond a
I'écoulement de Poiseuille, u(x > z.,r) ~ u(r) = 2u, (1 - (%)2>, dans le cas d'un

écoulement laminaire.
Les équations qui régissent ce probleme sont essentiellement les équations de la couche

limite (voir plus loin le chapitre du cours consacré aux couches limites) écrites ici en
coordonnées cylindriques:

ou 10
o Vo) = 0
ou ou dP 10 ou
“ar Vo _%”25("5) (2:91)

En régime de couche limite, la pression n’est fonction que de x et le terme de diffusion
en x est négligeable par rapport au terme de diffusion en 7. Dans le probleme laminaire
que nous traitons, une couche limite se développe le long de la paroi, voir Fig. 2.14. Son
épaisseur, d(z), grandit en x jusqu’a ce qu’elle atteigne le centre de la conduite en = = z.
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Figure 2.14: Zone d’entrée et établissement d'un écoulement en con-
duite circulaire.

A partir de cet endroit, on a essentiellement le profil de vitesse de Poiseuille pour un
écoulement établi.

A noter que, d'un point de vue strictement mathématique, I’écoulement qui s’établit
n’atteint le profil de vitesse établi que de fagon asymptotique. Il faudra donc une distance
infinie pour completement établir un profil de vitesse. On considérera donc, pour la suite,
que z. est la longueur d’établissement telle que la vitesse au centre de la conduite soit
presque égale a 2 u,,. Par exemple, .99 désignera la longueur d’établissement nécessaire
pour attendre 99% de cette vitesse, .95 celle pour atteindre 95% de cette vitesse, etc.

Que vaut la pression p(z)/p = P(x)? Elle est en fait déterminée par la vitesse de
I'écoulement, u.(x), dans la partie plate du profil en dehors de la couche limite, voir
Fig. 2.14. Pour cette partie irrotationnelle de I’écoulement, 1’équation de Bernoulli est
satisfaite:

1 1
P(x) + 5%2(33) = constante = P(O) + équ 7
dP du,
dx dr 2.92
dr e dx 0 (2.92)

Le probleme posé revient donc finalement a résoudre le systeme d’équations:

ou 10
oz Ty = 0
ou ou du, 10 ou
“ar Ve “e%”?@(ra)’ (2.93)

avec la condition initiale u(0,7) = u,, et la condition frontiere u(x, R) = 0. Comment
détermine-t-on la vitesse u.(z)? Clairement, par conservation du débit qui traverse chaque
section: [udA = w,, A pour tout z. Le profil de vitesse au sein de la couche limite
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détermine donc u,(x) qui lui méme intervient dans les équations qui déterminent le profil
de vitesse. Le probleme est donc fortement couplé. En fait, la notion d’épaisseur de
couche limite, J, est assez floue, comme on le verra par la suite. On utilise plutot la
notion d’épaisseur de déplacement, 6%, qui est basée sur la notion de débit, voir Fig. 2.14.
Ceci deviendra plus clair dans la partie du cours consacrée aux couches limites. Dans le
cadre présent, elle est définie par:

ue(z) ™ (R — 0*(x))* = /udA =Up A =u, TR*, (2.94)

et donc 6*(z) et u.(x) sont reliés par

(1 - 5*15;))2 “u(:) =1, (2.95)

ce qui constitue la relation fondamentale de couplage entre la couche limite et I’écoulement
externe. A lentrée, on a que u.(0) = u,, et donc que §*(0) = 0. Asymptotiquement, on
obtient Poiseuille avec u, = 2 u,,, et donc avec 6*/R=1—1/ V2 =0.293 .

Le probléeme ci-dessus n’a en fait pas de solution analytique. Il est certainement
soluble par approche numérique. Il est aussi possible d’obtenir une solution approchée par
utilisation de I’équation intégrale de von Karman, laquelle fait usage de 6*(x) et de ue(x)
qui sont, pour le probleme présent, liés par 1’équation ci-dessus. L’équation intégrale de
von Karman sera aussi developpée dans la partie du cours consacrée aux couches limites.
A noter que, pour ce cours, la théorie des couches limites est développée pour le cas plan.
Il faudrait, pour le probleme présent, la développer pour le cas axisymétrique.

Meéme sans le résoudre, on peut déja déterminer, par analyse dimensionnelle, que la
loi qui régit la longueur d’établissement est de la forme:

== (“’“D ) = f(Rep) . (2.96)

14

Nous allons voir, dans la suite de ce chapitre, qu’il est possible d’estimer la loi de va-
riation a partir de la solution analytique d’un probleme différent: celui de ’écoulement
instationnaire correspondant a un démarrage brusque en conduite.
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Chapitre 3

Transfert de chaleur

La chaleur est une forme d’énergie. On appelle transfert de chaleur le transfert d’énergie
suscité par un écart de température entre les différents points d’un milieu ou entre milieux
distincts.

Il existe trois modes de transfert de chaleur : la conduction, la convection et le ray-
onnement. Les deux premiers modes n’impliquent que des phénomenes locaux : ils
sont décrits par des équations locales (équations aux dérivées partielles ou équations
différentielles ordinaires). Le troisieme mode fait intervenir tout I'environnement : il s’agit
d’un phénoneme global, décrit par des équations intégrales ou un ensemble équivalent
d’équations algébriques.

La conduction de la chaleur est la transmission d’énergie, de proche en proche, par
divers mécanismes mettant en jeu des particules élémentaires : molécules, atomes, phonons,
électrons. La conduction dépend exclusivement des propriétés physiques du matériau con-
sidéré.

La convection de la chaleur est la transmission d’énergie thermique par dela une in-
terface, généralement fluide-solide. Le mécanisme de convection, qui fait intervenir les
propriétés de conduction des deux milieux au voisinage immédiat de I'interface, est prin-
cipalement piloté par les caractéristiques de 1’écoulement dans un voisinage assez étendu
de I'interface.

Le rayonnement thermique est un rayonnement électromagnétique intervenant dans
une gamme assez large de longueurs d’onde (le visible et I'infrarouge), et donc de fréquences
pour lesquelles des interactions mécaniques sont possibles avec les constituants corpus-
culaires de la matiere. Les substances solides absorbent en général le rayonnement ther-
mique sur une épaisseur assez faible, voire tres faible (quelques microns pour les matériaux
conducteurs de Iélectricité) : ces substances sont dites opaques. D’autres matériaux (les
liquides, certains solides tels le verre ou les plastiques translucides, des gaz tels CO,, H50,
NHjs ... ) n’absorbent que partiellement et progressivement le rayonnement thermique :
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ils sont dits semi-transparents. Enfin, des gaz dont la structure moléculaire est tres simple
(gaz monoatomiques tels Ar, diatomiques tels O, et N3) sont quasi parfaitement transpar-
ents au rayonnement thermique. L’atmosphere ambiante n’a donc que tres peu d’influence
(seulement via H2O et d’autres gaz a I’état de traces) sur la transmission du rayonnement
thermique. Tout I’environnement du corps étudié doit étre pris en considération : 1'étude
du rayonnement fait inévitablement appel a des relations globales. Cette caractéristique
ne doit toutefois pas conduire a ignorer des phénomenes locaux parfois tres complexes
lors du transfert par rayonnement thermique : l'incidence du recouvrement de vitrages
par des couches ultraminces en constitue un exemple.

Les lois relatives a la conduction et a la convection de la chaleur sont des lois linéaires,
tout au moins dans leur formulation usuelle. Par contre, la loi de Stefan-Boltzman, loi
fondamentale du rayonnement thermique, est hautement non-linéaire : elle fait intervenir
la température absolue au quatrieme degré.

3.1 Transfert de chaleur dans les solides

3.1.1 Conduction : loi de Fourier

Pour un matériau homogene et isotrope, le transfert de chaleur est caractérisé par le
vecteur densité de flux de chaleur. Celui-ci est relié au gradient de température par la lo:
de Fourier

q=—kVT. (3.1)

Il s’agit bien d’une loi de constitution qui apparaissait comme une partie du modele de
fluide visqueux newtonien décrit par (1.29). Toutefois, il convient de rappeller que la loi
de Fourier est beaucoup plus générale et décrit le transfert de chaleur dans une multitude
de matériaux.

Rappelons que le coefficient k = l;‘(p, T') est la conductibilité thermique, propre a chaque
matériau. La conductibilité thermique varie en général avec la température. Toutefois,
contrairement a la viscosité, la variation de k avec la température est généralement faible
dans des intervalles de température limités.

La conductibilité thermique des métaux est beaucoup plus élevée que celles des autres
matériaux. Le taleau ci-dessous reprend quelques valeurs de conductibilités thermiques
pour une température de 100°C. Il faut aussi observer qu’en général, la conductibilité
d’un alliage est inférieure a celles de chacun de ses composants.
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Matériau kE(W/mK)

eau (& pression atmosphérique) 0.67
cuivre 380
aluminium 260
acier 45

(D’apres J. R. Bird, Transport Phenomena, Wiley, 60)

Le flux de chaleur qui traverse une surface A donnée se calcule aisément par

0= /A g(n)dA = /A q - ndA, (3.2)

ou ¢(n) est la densité de flux de chaleur.

L’équation de la chaleur est la forme particuliere de 1’équation de conservation de
I’énergie lorsqu’on l'applique a un corps solide, indéformable, éventuellement soumis a
une génération interne de densité de puissance r. Le corps est en outre supposé au repos:
il n’y a donc pas de travail exercé sur son environnement.

L’équation de conservation (1.8.3) devient dans ces conditions :

p— =r—V - q. (3.3)

En y introduisant la chaleur massique c et en utilisant la loi de Fourier, on obtient :

pc%—f =r+ V- (kVT). (3.4)

Lorsque la conductibilité k£ ne varie pas avec la température, on trouve 1’équation de
la chaleur :

10T r
—— =+ VT 3.5
adt k + ’ (3:5)
ol « est la diffusivité thermique :
k
a=—. (3.6)
pc

La diffusivité thermique a une signification physique intéressante. Elle représente la
facilité avec laquelle un flux de chaleur transmis a un solide se traduit, au sein de celui-ci,
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par un relevement de la température. Les propriétés de conductibilité thermique et de
capacité calorifique du matériau interviennent donc toutes deux.

Par exemple, considérons un milieu semi-infini initialement a température nulle. Sa
surface externe est forcée instantanément & T, = 100°C. Le temps t apres lesquel la
température aura atteint %Tg = 50°C & 0.3m de profondeur est repris ci-dessous :

Matériau  Argent Cuivre Acier  Verre
10°am?/s 170 103 12.9 0.59

t 9.5min 16.5min 2.2h 2.0 jours

(D’apres A. Bejan, Heat transfer, Wiley, 93)

Conduction a travers une plaque plane, en régime permanent

Considérons une plaque plane dont les faces latérales sont beaucoup plus grandes que
son épaisseur L et ont une température connue. Si 'on néglige les effets de bord, on
peut accepter que la recherche du champ de température dans la plaque est un probleme
unidimensionnel. L’équation de la chaleur se réduit a

A>T

Cette équation indique que le profil de température est une droite dont les constantes
d’intégration se déterminent par les conditions aux limites aux parois. Ici, on assigne les
températures de paroi (figure 3.1).

e enx =0, T =1y,
ecnz =1L, T="1Tr.

La solution particuliere du probleme est donnée par

T, —To

T =
L

la densité de flux de chaleur vaut

1L —To

= —k
q I )

(3.9)
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Figure 3.1: Profil de température dans une plaque plane.

et le flux de chaleur a travers une aire latérale A de la plaque vaut

T, — Ty

Q= Ag= —Ak=—

(3.10)

Tant le flux de chaleur que la densité de flux sont invariables avec x, ce qui est évident
puisqu’en régime permanent sans puits ni source de chaleur, il ne peut y avoir accumula-
tion d’énergie.

Le probleme qui vient d’étre résolu est trop partiel. En général, la plaque considérée est
environnée, a ses deux faces, de fluides en écoulement dont on connait les températures
et les intensité d’échange par convection. Par contre les températures de parois sont
généralement inconnues, et par ailleurs toujours tres difficiles a mesurer.

3.1.2 Convection : loi de Newton

Lors du transfert de chaleur d’une paroi a température 7}, vers un fluide environnant dont
la température moyenne est Ty (supposée ici plus basse), l'expérience indique que 'on
peut écrire une loi de transfert sous la forme

Q = Ah(T, —Ty), (3.11)
ot A est laire d’échange et h(W/m?K) est appelé coefficient de convection. 11 apparait
que, souvent, h est indépendant ou ne dépend que faiblement de la température. La loi

(3.11), dite loi de Newton, est donc approximativement linéaire.
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La loi de Newton est plus formelle que physique, car le coefficient h ne peut étre
déterminé une fois pour toutes. Il contient en réalité toutes les informations relatives
a l’écoulement et aux propriétés du fluide : profil de vitesse a la paroi, propriétés du
fluide : viscosité, conductibilité thermique, masse volumique, chaleur massique. Ce sera
I’objet de plusieurs chapitres ultérieurs de ce cours que d’exposer des méthodes de calcul
du coefficient de convection h, en tenant compte de tous les éléments qui viennent d’étre
énuméreés.

Ici, nous considérerons que la valeur de h est connue. Quelques valeurs typiques sont
données, ci-dessous, a titre d’exemple et pour indiquer des ordres de grandeurs.

Type de transfert Fluide h(W/m?K)
Convection forcée gaz 10...300
liquide aqueux 500...12000
huile 50...1700
métal liquide 6000...110000
Convection naturelle  gaz 5...30
liquide aqueux 100...1000
Changement de phase eau, ébullition 3000...60000
eau, condensation 5000...110000

(D’apres J. Taine et J.P. Petit, Heat transfer, Prentice Hall, 93)

Plaque soumise a convection

Considérons maintenant le cas d’un plaque soumise a convection illustré sur la figure 3.2.
Le profil de température le long d’une normale aux parois de la plaque est continu. Les
températures aux parois sont Ty et T, tandis que les températures des fluides loin des
parois sont respectivement 1,9 et Ty

Les conditions aux limites s’écrivent en exprimant le fait que le flux par conduction
a l'intérieur de la plaque (loi de Fourier) est égal a celui qui sort par convection (loi de
Newton). On a ainsi

dT’
e cn =0, —k‘% Ozho(Tooo—TO)7
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Figure 3.2: Profil de température : plaque plane soumise a convec-
tion.

dT
eenx =1L, —k —

= hi(Ty, — Toor),
dﬂ? L(L L)

L

En utilisant les conditions aux limites, on obtient immédiatement le profil de température
dans la plaque

hoL ~ hpL
En introduisant un nombre de Biot Bi estimé a gauche et a droite par:
. hOL . hLL
Big = Bip, = 1
20 L ) (38 L ) (3 3)
on peut écrire la solution (3.12) sous la forme
x 1
(TooL TooO) -+ .
L BZO
14— 4+
* BZQ * BZL

Le nombre de Biot permet de quantifier les effets de convection par rapport aux effets
de conduction.

On notera ainsi que la solution (3.8) est un cas limite de (3.14). En effet, pour main-
tenir inchangé le flux traversant la plaque, ce qui revient a maintenir 7j et 77, inchangés,
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la condition de convection a la paroi gauche par exemple doit évoluer de maniere a ce que
la densité de flux ho(Two — Tp) demeure constante. Si le coefficient de convection tend
vers l'infini, la température doit se rapprocher asymptotiquement de 7y. La solution (3.8)
correspond donc a une convection d’intensité infinie (Bi — 00) aux deux faces.

Génération interne de chaleur dans un cylindre

Considérons un cylindre plein de rayon R qui soit 1'objet d’une génération interne de
chaleur. On suppose que la génération interne de chaleur est provoquée par effet Joule
par le passage d'un courant électrique au sein du cylindre. La transmission d’un courant
électrique est un processus irréversible et 1'énergie électrique est convertie en chaleur par
un effet de dissipation électrique. En supposant que le courant est uniformément réparti
dans la section, la densité de puissance calorifique fournie est donc :

= 3.15
9= (3.15)

olt o est la conductibilité électrique (Q~'m™1) et I est la densité de courant (Am=2).
En régime permanent, ’équation de la chaleur (3.5) en coordonnées cylindriques se

réduit a :
g 14d drT
T2 (L) = 1
3 + <r e 0, (3.16)

rdr

En supposant que la chaleur se dissipe par convection a I'extérieur du cylindre (coeffi-
cient de convection h, température moyenne du fluide environnant 7., les conditions aux
limites sont :

T

e enr =R, —kaZ—TR:hCTR_Too);
dr

e enr =0, —k—| =0.
dr |,

Cette derniere condition traduit le fait que, le long d’un diametre et en particulier en
I’axe du cylindre, la densité de flux ne peut présenter de discontinuité en 'absence de
source ou de puits local de chaleur. La solution de (3.16) est

=9 [1 - (%)2} + % T (3.17)
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3.1.3 Notion de résistance thermique

Reprenons I'exemple de la figure 3.2. Le flux Q = Agq traversant une surface d’aire A de
la paroi peut s’écrire sous les trois formes

Q _ (TooOl_TO)7
Ahg
(1o — Ty
Q= L (3.18)
Ak
T, — Ts
Q = <L 1 L)7
Ahy

ou on distingue la premiere et la troisieme expression comme relatives au mode con-
vectif de transfert, tandis que la seconde est relative au mode conductif.

Chacune de ces expressions du flux est analogue a la loi d’Ohm

_av

I
R’

ou [ est le courant, AU la différence de potentiel et R la résistance électrique. On est
ainsi conduit a introduire la notion de résistance thermique (K/W) :

e résistance thermique conductive s

e résistance thermique convective -

On déduit de ce formalisme qu’un écart de température constitue un potentiel de
transfert thermique. On notera également que le nombre de Biot exprime le rapport
d’une résistance conductive a une résistance convective. L’analogie électrique peut étre
étendue au cas général tridimensionnel, en comparant la loi de Fourier

q=—-kVT.
a la forme vectorielle de loi d’Ohm

j=—-oVU.
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olt j est la densité de courant, o la conductance unitaire (2~'m~2). Finalement, I'analogie
peut aussi étre observée au niveau de ’expression de la résistance thermique conductive
et celle de la résistance électrique R = L/(Ao).

Si 'on se réfere a la figure 3.2, on observe que le flux de chaleur transmis du fluide
de gauche a température T,,o au fluide de droite a température T, doit ”vaincre” trois
résistances successives : résistance convective a gauche, résistance conductive dans la
plaque, résistance convective a droite. La figure 3.3 montre bien que ces trois résistances
sont placées en série. La résistance thermique totale est la somme des trois résistances
mises en série :

T
Too 0
Ty
T Twr
0 L T
TooO T(] TL TooL
Q— — Q

Figure 3.3: Circuit électrique équivalent au transfert de chaleur a
travers une plaque.

(Toco —=To)  (To—=T1) (Tp —Twr)

€= I~ L r
Ah[) E AhL
(3.19)
o (TOOO - TooL)
1 L 17

Aho T Ak T AR,

Le circuit thermique présente la méme propriété d’additivité des résistances en série
que son équivalent électrique. L’analogie peut étre étendue a des circuits plus complexes,
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présentant des résistances en parallele.

En thermique du batiment, lors de 1’étude des échangeurs de chaleur et dans bien
d’autres cas, il est utile d’évaluer le flux transféré entre deux fluides séparés par une
paroi, au moyen d’'un parametre unique. Le relation suivante est utilisée a cet effet

Q= AU(Too — Toor) (3.20)

qui constitue la relation de définition de U appelé coefficient global de transfert de
chaleur (W/m?*K). La comparaison de (3.20) et (3.19) conduit & trouver I'expression du
coefficient global en fonction des grandeurs physiques locales

1—R—1+L—|—1 (3.21)
AU — " Ahy Ak Ahp ‘
T
TooO ﬁ
ﬂ T,
T 1
0 T,
lo L1 LQ LTL TOOL
ﬂ L x
Too Ty Th T, T Tl

— Q

Figure 3.4: Transfert de chaleur a travers une plaque a couches mul-
tiples.

Lorsque la paroi est composée de plusieurs couches successives comme indiqué sur
la figure 3.4, la généralisation des considérations précédentes conduit immédiatement a
I’expression du coefficient global de transfert

1 1 L; 1
_:Rtot:_+z o (3.22)



Conduction dans un tube

Considerons maintenant un tube et effectuons le méme raisonnement. L’équation de
Laplace en I'unique variable r s’écrit :

1d dT

dont la solution générale a la forme T = a log(r) + b.

1 log(re/ri) 1

Figure 3.5: Transfert de chaleur a travers une paroi cylindrique.

Lorsqu’on choisit d’assigner les températures de paroi, les conditions aux limite s’écrivent
en utilisant les notations définies sur la figure 3.5:

e enr=r;, T="T,

)

eenr=r,, T=1.,.

La solution particuliere du probleme est donnée par

_ (@=T)log(r)) _ ((T.=T) log(ro)
T_( log(7¢) ) ( log (%) Te>> (3.24)

la densité de flux de chaleur vaut

(Te - TVZ)
= —k—FFF 3.25
q log(Z)r (3.25)
et le flux de chaleur a travers une longueur L du tube vaut
Te - T;
Q =2nLrq = —k( ) 2mL. (3.26)

log (7<)
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Lorsqu’on veut introduire les effets de convection, les conditions aux limites deviennent

dT
=1, —k —| =hiTw: —T),
ecnr=r ir |, ( )
dT
= Te, —k — :heTe_Tooea
eenr=r i, ( )

ol les notations sont définies sur la figure 3.5. On constate alors que pour le cas d’un tube
de longueur L, le concept des résistances thermiques conductives et convectives donne les
expressions suivantes :

e résistance thermique conductive

: : . 1
e résistance thermique convective interne ————,
27TLT’Z'hZ‘

1
e résistance thermique convective externe ———.
2w Lr.h,
La définition de coefficients globaux de transfert U; et U, devient pour la paroi interne
ou externe du tube respectivement :

Q = rLr)U(Toi — Toe) = (2L )Us(Toi — Toce) (3.27)

On voit bien que les relations (3.27) définissent des valeurs distinctes de coefficient global
de transfert de chaleur, selon que I'on choisit de se référer a la surface interne ou externe du
tube. Comme pour la paroi plane, I’expression de la résistance totale peut tres facilement
étre étendue au cas de parois cylindriques a couches multiples, comme le sont des conduites
munies d’un isolant thermique.

3.1.4 Exemple de solution analytique de 1I’équation de Laplace

Soit le domaine rectangulaire représenté a la figure 3.6. Trois cotés du rectangle sont
maintenus a la température T tandis que le quatrieme l'est a T,. Des conditions aux
limites homogenes facilitent la résolution du probleme, ce qui conduit a le reformuler en
termes d’exces de température : § =T — Ty. L’équation de Laplace est identique en T et

0 :

d?0  d*0
@ + d_y2 =0 (3.28)

65



H TO H O
Ty To 6, 0
0 T L i 0 0 L K

Figure 3.6: Domaine rectangulaire et conditions aux limites.

Les conditions aux limites sont mentionnées a la figure 3.6.

La solution de (3.28) s’obtient par séparation des variables. On pose :

0(z,y) = X(2)Y(y) (3.29)
La substitution dans (3.28) donne :

X'(x) _ Y'(y)
X(@) ~ YW

(3.30)

Le premier rapport ne dépend que de la variable indépendante x, le second que de
y. Les deux rapports doivent néanmoins demeurer égaux pour tout x et tout y: ils ne
peuvent des lors étre égaux qu’a une constante. Par ailleurs, cette constante devra étre
positive afin d’obtenir des solutions a multiples racines en ¥, ce qui est nécessaire pour
pouvoir statisfaire aux deux conditions homogenes imposées dans la direction y. On a
donc :

X'(x) _ Y'(y)
X() ~ V()

ou A est une constante réelle, non encore déterminée.

= \? (3.31)

La solution du systeme est :

X(z) = Asinh(Az) + B cosh(Ax)

Y(y) = Csin(Ay) + D cos(Ay) (3.32)
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La condition en y = 0 impose D = 0. La condition en y = H conduit a :

Csin(AH)=0 (3.33)

Le probleme différentiel en Y ne possédera de solution non identiquement nulle que

pour certaines valeurs de A :
nm

et les solutions s’écrivent :

Y. (y) = C,, sin(\, y). (3.35)

La condition en x = L donne une relation entre les constantes arbitraires d’intégration
A et B, et X(z) devient, pour chaque valeur de A, :

A

Xnlw) = cosh(;n L)

sinh (A, (x — L)) (3.36)

Il n’est possible de satisfaire a la condition aux limites non homogene en x = 0 qu’en
adoptant pour solution une superposition des solutions précédemment obtenues:

o0

0(z,y) =Y E,sinh(\,(z — L)) sin(, y) (3.37)

n=1

On se limite aux valeurs entieres positives de n, afin que les solutions superposées
soient linéairement indépendantes. En outre, on constate que le cas n = 0 n’apporte
aucune contribution différente de zéro.

La condition en x = 0 impose :

6(0,y) =0, = i E, sinh(\, L) sin(\, y). (3.38)

n=1

On observe, ici, que les solutions sin(A, y) sont orthogonales entre elles sur I'intervalle
[0, H], par rapport & la fonction poids unité pour le produit scalaire < fg >= fOH fgdy.

La fonction constante #, peut donc étre développée en série de ces fonctions orthogo-
nales. on trouve:

0, fOH sin(\, y) dy

E, sinh(\,L) = (3.39)
fOH sin?(\, y) dy
Les valeurs paires de n conduisent a des valeurs nulles de F,,. En posant:
2 1
n:2m+LAm:Lﬁ%JIﬂn€M (3.40)
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la solution s’écrit:

46, = sinh(\,,(z — L)) sin(\,,
Wry) = =72 Siilh(g\m L) ! 27§z+yl)‘ (3:41)

Elle est représentée a la figure 3.7

Figure 3.7: Isothermes et lignes de flux dans un domaine rectangu-
laire.

3.2 Transfert thermique établi

On considere ici différents cas de “transfert thermique établi” (le concept sera défini plus
loin) avec écoulement établi en conduite circulaire. Le profil de vitesse est donc connu:

c’est le profil de Poiseuille: u(r) = 2u,y, (1 - (%)2>

On néglige aussi la conduction de chaleur dans la direction axiale car elle est tres faible
par rapport a la conduction dans la direction radiale (on verra que, dans de nombreux
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cas, elle est méme identiquement nulle):

T 10 ( 8T)

22 STor (342)

L’équation de I’énergie se réduit alors a:

or 10 ( T du)?
—=k——r— — ) . 4
P ox ror (T 87“>+M (dr) (3:43)

avec Z—;f provenant du profil de vitesse:

du Uy T
— =4 A4
dr R R (3.44)

Pour définir le coefficient adimensionnel de transfert de chaleur entre I’écoulement et
la paroi a température T, (voir plus loin), on utilise, pour I’écoulement, la “température
moyenne” (en anglais “cup mixing temperature”) T,,: c’est la température représentative
du flux énergétique thermique au sein de la conduite. En effet, a chaque tube de courant
de section dA correspond un flux énergétique local égal a ¢ T pudA (énergie thermique x
flux massique). La température moyenne de I’écoulement est donc définie par:

TpudA
o7, — JacTpudd (3.45)
/ A pudA
et donc, pour des écoulements incompressibles et avec ¢ constant, par:
TudA TudA
7, = daTudd _ [y Tu (3.46)

- fyudA T u, A

Le flux énergétique thermique global de I’écoulement au sein de la conduite est donc, par
définition de T,,, égal a c¢T,, pu,, A. De maniére équivalente, on a, par soustraction de
T, que

[ (T =T,) udA

T, —T, =
JudA

(3.47)

Le coefficient adimensionnel de transfert de chaleur est alors le “nombre de Nusselt”, qui
est défini comme

Guw D h D
Nu = = . 3.48
TR T, -T.)  k (3.48)
ou q, =k % est la densité de flux de chaleur a la paroi.
r=R

Il est aussi tres utile de considérer le bilan d’énergie thermique perdue (acquise) par
I’écoulement sur un élément de conduite de longueur dz, voir Fig. 3.9. On obtient d’abord,
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drl,
T, (avec 7 constant) /g

/ 7
RL ér‘
D - 0(L> - ——— U, P, [ Tm7 k,C - T

€y

> 5

Figure 3.8: Transfert thermique établi en conduite circulaire..

par intégration du terme de dissipation visqueuse au travers de la section (avec dA =
rdf dr et en utilisant n = r/R), que:

du\ 2 R rN2 rodr !
TN g4 = 16pu,,22 / (—) T8 _ 3 m2/ 3 dn = 87 2 |
Au(dr) wun’2m | (5) 7R =82muun” | 0’ dn=8m

On obtient donc, pour le bilan local d’énergie, que (3.49)
(0w (27 R) + 87 pu®) dz = (puy 7R?) cdTy (3.50)

et donc que:
P U, cdd% = %qw + 32uuD—T';2 : (3.51)

On a donc:

Dans les cas avec dissipation visqueuse négligeable, cette équation de bilan se réduit a

ar,, 4

Cem 2 3.52
P €= = 4 (3.52)

Lorsque T, > T,,, q. est positif et de la chaleur est transférée de la paroi de la conduite
vers I’écoulement: T, augmente avec z. Lorsque T, < T},, ¢, est négatif et de la chaleur
est transférée de ’écoulement vers la paroi: 7, diminue avec x. Dans chaque cas, le
nombre de Nusselt est positif. On note aussi que le cas ¢, constant implique que dc%” Iest
aussi.

Un transfert thermique est dit “établi” lorsque le profil normalisé adimensionnel de
différence de température, (7' — T,,) / (T — To), ne dépend pas de z (i.e., n’est fonction
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Figure 3.9: Bilan d'énergie thermique perdue (acquise) par
I'écoulement établi sur un élément différentiel de longueur dzx.

que de 7):

0 0 (T-T,
- 9z \T,,— T,

B 1 oT _dTy\ (T -T,) (dT,, _ dT,, (3.53)
(T —Ty) \ Oz dx (T,, — Tw)2 dx de )’ '
et donc, la condition générale est que:
8_T _dT, (T —Ty) (dT, _dT, (3.54)
or dr (T, —Ty) \ do dr )~ '

Comme (T'—T,) / (T, — T\), ne dépend pas de x, sa dérivée en r ne dépend pas non
plus de z. Evaluée en r = R, cette dérivée est égale & —Nu/D: le nombre de Nusselt
ne dépend donc pas non plus de z. C’est une propriété tres importante, et propre au
transfert thermique établi.

3.2.1 Transfert thermique établi avec température de paroi con-
stante

On considere tout d’abord le cas du transfert thermique établi avec température de paroi,

T., contante (i.e., % = 0). On a donc que

or (T -T,) dT,

or (T, —Ty) dx

(3.55)
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Un premier cas classique est le cas avec température moyenne de 1’écoulement, 7,

aussi constante (i.e., 4= = ():

oT 0*T

La conduction de chaleur dans la direction axiale s’annule donc exactement (i.e., pas
besoin de faire 'hypothese qu’elle est négligeable). L’équation de ’énergie devient ici:

1d [ dT du\ 2

La dissipation visqueuse contrebalance donc exactement la conduction, ce qui conduit a:

1d ([ d Up® (72
k—— (T% (T—Tw)) = —16M§ <§> : (3.58)

rdr

Par intégration, on obtient:

-t ()

—(T-T,)=—4
( ) TR

o (3.59)

et donc, finalement, le profil de différence de température:

T-T, = ’“2’”2 (1 - (%>4> . (3.60)

La température maximale est obtenue au centre de la conduite:

T.—T, = . 3.61
: (3.61)
Par exemple, pour de l'air & 20°C (g = 1.81107° N s/m? et k = 2.571072 W/(m K))
circulant en conduite avec une vitesse de débit, u,, = 1 m/s, on obtient T, — T,, =

0.00074°C, ce qui est tres faible. Pour de I'eau & 20°C (p = 1.001073 N s/m? et k =
0.603 W/(m K)) circulant avec une vitesse de débit u,, = 1 m/s, on obtient T, — T,, =
0.0017°C', ce qui est aussi tres faible. Il faut en fait un écoulement d'un fluide tres
visqueux et avec une faible conductibilité thermique pour obtenir un écart de température
significatif. La dissipation visqueuse est donc souvent négligeable dans les problemes
d’écoulement avec transfert de chaleur; nous y reviendrons.

La chaleur produite au sein de 1’écoulement par la dissipation visqueuse est donc ici
dégagée vers I'extérieur par conduction a la paroi. On obtient, pour le transfert de chaleur
a la paroi:

_ dT 2 (T. — Ty)

U
T I Py
¢ e 7R R

On vérifie aussi, en passant, que ce résultat correspond bien a celui produit par I’équation

de bilan d’énergie dans le cas C%” =

(3.62)
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On obtient aussi par intégration (avec dA = rdf dr et en utilisant n = r/R):

T, = — Py 29y orp? /1 (1—n*) (1 =) ndn = Dl 2 (363)
Uy TR? k 0 6 k
On a donc, pour le profil adimensionnel de différence de température (voir Fig. 3.10), que:
T—-T, 6 r\4
L . (_> , 64
Tn,—T, 5 ( R ) (3:64)
Le transfert de chaleur a la paroi est donc aussi
24 (T, — Ty)
w = —— k—— 2 3.65
q = 7 (3.65)

de sorte que le nombre de Nusselt vaut:

48
Nu= = =9.60. (3.66)

Un deuxieme cas classique important est celui avec température moyenne de 1I’écoulement,
T,,, qui varie en z (i.e., “m est non nul) , et avec dissipation visqueuse négligeable.

dx
L’équation de I’énergie est alors:
(T —Ty,) dT,, <r)2 1d d
2Up, [ 1— (= =k—-——1|r— (T -1, 3.67
pc(Tm—Tw) dz " R rdr Tdr( ) (3.67)

Il n’est pas possible d’obtenir analytiquement la solution de cette équation. On peut
cependant utiliser une procédure itérative, qui comprend des approximations successives
du profil de différence de température. Pour chaque profil, on obtient ¢, et donc aussi,
par le bilan d’énergie, ddL;". A convergence de cette procédure, on obtient le profil adi-
mensionnel de différence de température, et donc aussi le nombre de Nusselt; il vaut:

Nu ~ 3.66 . (3.68)
Pour tous ces cas, ’équation de bilan d’énergie implique que ¢, et dg—xm varient tous les
deux en z. La variation n’est bien str pas linéaire car la différence de température,

T — T,,(x) varie en x. Par contre, le nombre de Nusselt est, lui, bien constant en x.

3.2.2 Transfert thermique établi avec température de paroi et
température moyenne linéaires et de méme pente

On considere ensuite le cas du transfert thermique établi avec température de paroi, T,
et température moyenne de I’écoulement, T,,, linéaires en x et avec la méme pente (i.e.,

dd% = Cg—mm constant et non nul). On a donc que
or dr, di, 02T
. T T tant - —=0. 3.69
Jr  dx dp ooman o2 (3.69)
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Il n’y a donc, de nouveau, pas de conduction de chaleur dans la direction axiale. Pour
tous ces cas, ’équation de bilan d’énergie implique que ¢, est constant en x.

L’équation d’énergie devient ici:

2

dT, 7\ 2 1d d 7\ 2

Figure 3.10: Profils adimensionnels de différence de température pour
le transfert thermique établi en conduite circulaire: cas avec 8 < 0..

Celle-ci s’integre pour donner:

s Rl ()4 G en

et, finalement, donner le profil de différence de température:

vt (1= () 2 e (- () (7)) o

Le transfert de chaleur a la paroi est:

dT W2 1 dT,
Go=hk—| =—4p 4t Zpc="u,R. (3.73)

dr lr=R R 2 dx

On obtient aussi, par intégration, que:

5u o 11 pcdT, 9
Y el . 74
6k "8 & dr t (3.74)

Ty — Ty =
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Les équations ci-dessus constituent la solution exacte du probleme. Définissons le parametre
adimensionnel :

_ (e, @ (P ?) = pe e B
6—(147 dIumR)/(kum)—pc i nan (3.75)

On obtient alors:

A
i
r-r,  |0-®)-806-1®"+G)")
Tw—To 15— &5 ’
_ qu _ [8_ﬁ]
Nu = Y@ —T) L4 (3.76)
1
r/R
0 — —. A . (T R R 5 .

Figure 3.11: Profils adimensionnels de différence de température pour
le transfert thermique établi en conduite circulaire: cas avec 5 > 0..

Les profils normalisés de différence de température, (T'— T,,) / (T, — Tow), sont fournis
aux Figs. 3.10 et 3.11 pour différentes valeurs du parametre S. La variation du nombre

75



de Nusselt en fonction de 3 est aussi présentée a la Fig. 3.12. Le cas = 0 correspond au
cas avec température de paroi constante: Nu = % = 9.60. On constate que le cas § =8
correspond & un cas adiabatique (¢, = 0 et donc Nu = 0) alors que T}, — T,, # 0. On
constate aussi que le cas = % = 3.64 correspond a g, # 0 alors que T, — T, = 0 (et

donc Nu — o0).

Figure 3.12: Variation du nombre de Nusselt en fonction de 3 pour
le transfert thermique établi en conduite circulaire..

Finalement, le cas avec § — +oo (i.e., %3 — 0) correspond a un cas classique important:
celui avec dissipation visqueuse négligeable. On obtient alors, plus simplement:

T-1T,
T, — T,
Qu
T-—-1T,
Tm_Tw
Nu

e (B @)
- ", R?,

—pcd—umR,

T @GR
Qquw D 48

= 2436 3.77
k (T, —T,) 11 50 (8:77)

On note enfin une propriété remarquable de tous ces profils de température: quel que
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soit 3, on a toujours
T-1T, 9

= = cn

=v] i
(NN

3.2.3 Entrée thermique: le probleme de Gratz

Les cas considérés ci-avant sont les seuls avec écoulement de Poiseuille et avec transfert
thermique établi. Considérons maintenant le probleme plus complexe du développement
d’un profil de température au sein d'un écoulement établi suite a un changement brusque
de la température de paroi, voir Fig. 3.13. Pour x < 0, la température de paroi est égale
a Ty. Pour x > 0, elle est égale a T, # Ty mais constante.

|
T T 2

ery
L

\ e

Y i’ )

- U, O, W, Tm7 k7 c

Figure 3.13: Entrée thermique avec écoulement de Poiseuille en con-
duite circulaire.

On ne considére que les cas avec dissipation visqueuse négligeable. On a donc, pour
I’équation d’énergie:

or 10 or
ou, avec la diffusivité thermique, o = £ = X,
pc T
or 10 or

Comme la dissipation visqueuse est négligeable, le profil de température pour x < 0 est
tout a fait plat: T' = Ty (le fait que T' = T soit valable jusqu’en z = 0 provient du fait
qu’on a aussi négligé la conduction axiale). De méme, loin en aval de la discontinuité de
température de paroi, on atteindra de nouveau un profil plat: T — T, lorsque x — oo. Le
probleme a résoudre est donc la zone de développement: probleme de I’ “entrée thermique”.
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Avec I'écoulement de Poiseuille, u = 2 u,, (1 — (}%)2>, on obtient:
r\2\ 0T 10 oT
s (1= (L)) 2 2ol (LOTY 8
" ( R >8x ar(%’(r@?“) (381)
On travaille ici en variable adimensionnelle. On définit

T-—T, r 1 x 1 =z
T" = = =— = == 3.82
=T, "R ‘T RepPrD PepD’ (3.82)

avec Pep = Rep Pr le nombre de Peclet. L’équation se réduit alors a la forme générique:

(- 20 (n aT*) . (3.83)

¢  non \' an

A noter que le choix de la normalisation de x a été dicté par le besoin d’obtenir cette
forme générique indépendante des parametres dimensionnels (a faire en exercice). Les
conditions initiale et a la limite deviennent:

T*(n,0) =1, T5(1,() =0. (3.84)

Les variables sont clairement séparables. On cherche donc une solution de la forme:

T (n,¢) = f(n) g(¢) - (3.85)

On obtient alors: ; ) "
(1-7%) fd—g = (77 d_n) g, (3.86)

et donc: L ' ; "
i/ S R 87
2g d¢ n(l—nQ)fdn(ndn) (3.87)

Cela donne:

Z—g—i—Q)\Qg = 0, (3.88)
’f df
gty TN A=) S o= 0 (389)

La fonction g est de la forme ¢ = C'e 2*¢. La solution du probleme est donc obtenue
comme:

T =3Oy faln) e 26 (3.90)
n=1
avec d2f df
2 n YYn 2.2 (1 _ 2 _
e + P (1=n") fa=0. (3.91)

L’imposition de la condition a la limite, 7%(1, () = 0, implique que f,(1) = 0: les \, (i.e.,
les valeurs propres) sont donc telles que les solutions f,(n) de ’équation différentielle
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s’annulent en n = 1. L’équation différentielle ci-dessus est fort complexe: a cause du
terme (1 — n?), il ne s’agit pas d'une équation de Bessel. Le probleéme a cependant été
résolu par Poiseuille en 1885.

Le probleme plus simple résolu par Gratz en 1883 est celui ou le profil de vitesse est
simplifié: on considére un profil plat: v = wu,,. C’est ce qu’on appelle un écoulement
“bouchon” (“slug flow”). Dans ce cas, on obtient plus simplement:

or* 4 0 oT*
-2 : 3.92
a¢  mon (n é’n) (3.92)
ce qui donne, avec T* = f(n) g(¢):
dg 4d < df)
dg_2a 4y, 3.93
f ¢~ nan\"an) 9 (3.93)
et donc: L4 L4 of
g 2
Ldg L af dN 3.94
4g dC nfthz(ndn> (394
ou encore:
dg 2
— +4 = .
Lt =0, (3.95)
af o odf o,
nd_172+%+)\ 77f = 0. (396)

La fonction g est donc de la forme g = C e4¥C et la solution du probleme est donc
construite comme:

T =3 Cy fuln) e ¢ (3.97)
n=1
avec d2f df
20 RN =0 3.98

ce qui constitue une équation de Bessel d’ordre 0. Les solutions en sont Jy(A,7) et
Yo(Ann). Comme Yy n’est pas borné a l'origine, il faut la rejeter. La solution du probleme
s’exprime donc sous la forme:

T*(0.0) =Y CJo(Ann) e <. (3.99)

n=1

L’imposition de la condition a la limite, 7%(1, {) = 0, implique que Jy(A,) = 0: les A, (i.e.,
les valeurs propres) sont donc les zéros successifs de la fonction de Bessel Jy. L’imposition
de la condition initiale, 7%(n,0) = 1 demande que

1= i C Jo(Aan) . (3.100)

n=1
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Cette condition permet de déterminer les C),. En effet, on se souvient que les fonctions de
Bessel sont orthogonales avec la “fonction poids” 7. Plus précisément, pour tout o # [3,
on a:

! J1(B) Jo(ar) — o Ji () J
/ nJo(an) Jo(Bn)dn = B7(B) ol 2 > 1) flB) : (3.101)
0 p—a

avec J; la fonction de Bessel réguliere d’ordre 1 (Rappel: £ Jo(s) = —Ji(s)), et don,

pour tout A\, # A, zéros de la fonction Jy, on obtient I'orthogonalité:

1
/ nJo(Ann) Jo(Amn)dn =0 (3.102)
0
On se souvient aussi que:
' 2 1 2 1 2
n (Jo(an))” dn = 3 (Jo(a))” + B (J1(a))” (3.103)
0

et donc, pour tout A, zéro de la fonction .Jy, on obtient la normalisation:

1

| Gl dn =5 () (3.104)

En multipliant Eq. (3.100) par n Jo(\, 1) et en intégrant, on obtient donc:
1 o0 1 1
2
0 = 0
Comme [ s Jy(s)ds = s Ji(s), on a aussi que

| 1A mdn = 5 B0l = 5= RO (3.100)

On a donc, pour le coefficient C,,,:

2
Cpn=——"7"—. 3.107
Le champ de température est finalement obtenu:
JO )\ 77 4)\2 C
=2 nt 3.108
"(n.€) = Z AL (3.108)
Il est représenté a la Fig. 3.14.
On a aussi:
6T* > J1<)\n 77) _4)2
=-2 ) et 3.109
TR D W (3.109)
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Figure 3.14: Entrée thermique avec écoulement bouchon en conduite
circulaire: évolution spatiale du champ de température

Le transfert de chaleur a la paroi est donc:

G (C)—/fa—T o k

k
=— (Ty— T, = (To — To) 2 —ANC
or lr=Rr R<0 )877 n=1 0 Z

(3.110)

La température moyenne de référence utilisée pour définir le nombre de Nusselt est
obtenue comme

Ty, — T . T udA [T*dA
0~ Lfw

_ _ * _ 74)\%(
A 1 2/ T*(n,¢) ndn = 42

=1 ’IL

(3.111)
ou on a utilisé le fait que u = u,, dans ce probleme simplifié avec écoulement bouchon
On a donc finalement, pour le nombre de Nusselt:

WD e
N = = - . 3.112
U(C) L (Tw - Tm) ZZO . /\2 e 4X2¢ ( )

Son évolution est donnée a la Fig. 3.15.

Quelle est la longueur de développement caractéristique d’une telle entrée thermique?

Elle est essentiellement déterminée par le terme exponentiel qui décroit le moins vite
2

e NS,

4A1¢. On a donc, comme estimation de la longeur de développement (pour passer de 1
a e! dans le facteur exponentiel dominant):

Ce

Q

. =0.043 . (3.113)
IB¥
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Figure 3.15: Entrée thermique avec écoulement bouchon en conduite
circulaire: évolution des nombres de Nusselt Nu et Nu,,.

Quel est le transfert de chaleur asymptotique? Pour ¢ > (., on obtient:

Nu(¢ > ()~ X =578 . (3.114)

(Pour comparaison: avec le profil de vitesse de Poiseuille, la longueur caractéristique
obtenue est (. =~ 0.068 et le transfert de chaleur asymptotique est Nu(¢ > (.) ~ 3.66.)

3.2.4 Nombre de Nusselt moyen

On définit le flux de chaleur moyen réalisé sur une distance = par:

Guo.m () = ! /Om quw(2") dz’ . (3.115)

x
A noter que, par définition, on a: d (z gym(x)) = qu(x) dz.
Le flux de transfert total réalisé sur une distance = est une grandeur importante car il

correspond a l'energie thermique globale perdue (gagnée) par le fluide sur la distance x.
Le bilan global donne:

(27 R) Z um (%) = (7 R?) ptty ¢ (Trn(z) — T1,(0)) (3.116)

de sorte que T,,(z) peut étre calculé si g, .,(z) est connu. On note aussi que la forme
différentielle du bilan d’énergie,

D
(@ Gum () = qu() dv = — pum cdTy (3.117)
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s’'integre bien pour redonner le bilan global:
lpumD pe

Pain(@) = = ptme (Tala) = T(0) = 2252 EE R (T, (@) = T, (0)

_ }1 Rep Prk (Ton(x) — T(0)) - (3.118)

L’équation différentielle de bilan peut aussi s’exprimer en terme de Nu:

Gu(r) D
k (Ty—Ty)

pUumc dl,
ko (T, —T,)
D punD pe  dI,
4 u k (Ty—Ty)
T,
(Tw - Tm) ’
résultat différentiel général, qui est méme valable lorsque T;, dépend de x. Dans le cas avec

T,, constant (comme dans le probleme de Grétz), on a dT,, = d(T,, — T,), et '’équation
s’integre facilement pour donner:

Nu(z)dx = dv = D?*/4

D

x Nupy,(z) = %Rep Prlog[(Ty — Tin(0)) / (T — Trn(x))] - (3.120)

A quoi correspond le nombre de Nusselt moyen, Nu,,(z) défini ci-dessus? En com-
parant les résultats obtenus pour g, .(z) et Nu,,(z), on constate qu'il correspond au
transfert de chaleur moyen normalisé,

Qw,m ('T ) D

kAT,,
avec, comme référence AT, pour la différence globale de température, la “moyenne log-
arithmique”:

Nup,(z) = (3.121)

[(Tw B Tm(o)
log [(T\y — Ton(

) - (Tw - Tm(x))]
0}/ (To — Tul@))] (3.122)

Pour le probleme de Gréatz, on a, en termes adimensionnels,

C N () = — 108 (T,7(0)) (3.123)

Avec I’écoulement bouchon, u = u,,, cela donne:

Nup(¢) = —— log [4 Z e~ tN¢ ] (3.124)

AT, =

résultat qui est aussi donné a la Fig. 3.15. Pour { > {c, la valeur asymptotique de Nu,,
est obtenue en considérant le terme dominant:

Nu, (¢ > () ~ __C log {;12 —“?4} = 416 (log ( 1 ) — 4\ g) ~ )\ =578,
(3.125)
ce qui est, bien sur, la méme valeur asymptotique que celle obtenue pour Nu(¢ > (.). On
note que Nu,,(¢) converge moins vite vers la valeur asymptotique que Nu(().
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Chapitre 4

Ecoulements rampants

Les écoulements rampants sont les écoulements lents aussi communément appelés écoulements
de Stokes. Les termes non-linéaires d’inertie sont supposés négligeables par rapport aux
termes de gradient de pression et de diffusion. Dans le cas de fluides a grandeurs physiques
invariables, ces écoulements sont régis par des équations linéaires:

V-v = 0, (4.1)
Vp = uViv. (4.2)

Si on prend la divergence de I’équation de quantité de mouvement, on obtient:
Vp=V-(Vp)=nV-(Vv)=pV*(V-v)=0, (4.3)
ol on a utilisé la propriété de commutation entre les opérateurs V- () et V2(). La pression

est donc harmonique: V2p = 0.

Si on prend le rotationnel de I’équation de quantité de mouvement, on obtient:
0=V x(Vp)=puV x (V?v) =puV*(V xv)=puVw, (4.4)

olt on a utilisé la propriété de commutation entre les opérateurs V x () et V(). Le
tourbillon est donc aussi harmonique: VZw = 0. De plus, comme on a que V1) = —w,
on a aussi que V*(V?1) = 0: la fonction de courant est donc bi-harmonique. A noter
qu’on utilise aussi souvent la notation V*4() pour désigner le double Laplacien. On écrit
donc, de maniere équivalente: V4p = 0.

Les écoulements de Stokes sont donc tres particuliers: la pression et le tourbillon sont
des fonctions harmoniques, la fonction de courant est une fonction bi-harmonique.
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4.1 Ecoulement rampant autour d’un cylindre de sec-
tion circulaire

On considere ici ’écoulement permanent bidimensionnel autour d’un cylindre de section
circulaire de rayon a. Cet écoulement n’est pas un écoulement établi. Le nombre de
Reynolds caractéristique de cet écoulement est Rep = UyD/v, avec Uy la vitesse a
“I'infini” (i.e., loin du cylindre) et D = 2a le diametre du cylindre. Etant donné la
géométrie circulaire, les coordonnées polaires s’imposent. Les équations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement ont déja été présentées. Il est sans espoir
d’en obtenir une solution exacte valable pour tous les nombres de Reynolds. Nous nous
attachons ici a en chercher la solution dans le cas ou Rep < 1, les termes non-linéaires
d’inertie étant alors négligés par rapport aux termes de gradient de pression et de diffusion:
approximation d’écoulement rampant (i.e., d’écoulement de Stokes).

On se place dans un repere fixe par rapport au cylindre. La vitesse infinie amont, U,
est prise positive (i.e., I’écoulement vient de la gauche). La surface du cylindre est une
ligne de courant: 1 y est donc constant. En effet, le long du cylindre, on a que u, = 0, ce
qui requiert que g_e = 0enr = R, et donc que v soit constant le long du cylindre. Comme
la fonction de courant n’est définie qu’a une constante arbitraire pres, on peut prendre,
sans perte de généralité, que v» = 0 en r = a. L’écoulement est symétrique par rapport a
I'axe des x: w est donc antisymétrique par rapport a ce méme axe: w(r, —0) = —w(r, ).

La solution est facilement obtenue si on travaille en terme de fonction de courant. Tres
loin du cylindre, on doit avoir que u = 88—15 — Uy et que v = —g—f — 0. On a donc que
Y = Usxy = Usxr sind, que u, — Uy cosf et ug — —Uy sinf. On considere donc une
fonction v de la forme générale:

¥ = f(r) sinf , (4.5)
ce qui conduit a:
d? 1d 1
U2 :
—w—Vw—(WjL;%—ﬁ) f(r) sinf . (4.6)
La fonction f(r) est de la forme a,?. On a donc:
—w = a, (p2 — 1) P72 siné . (4.7)
Cela conduit a:
0=-Vw=aq, (p—27-1) (p*—1) v *sing. (4.8)

Comme cela doit étre vérifié pour tous les 6, on en déduit que p est solution du polynome
caractéristique: ((p —2)* —1) (p? — 1) = 0. Il y a une racine double: la fonction f(r) est
donc une combinaison linéaire de 7, rlogr, r~! et 3. On a donc, finalement:

v=Uxa <01£+022+03£10g <T> + ¢y (2)3) sinf . (4.9)

a
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Le terme en 72 est a rejeter étant donné les conditions de régularité a I'infini. Strictement
parlant, il en est de méme du terme en rlog r, mais gardons le pour le moment: il diverge
certainement beaucoup moins rapidement que le terme en 73! On a donc, pour le champ
de vitesse:

roh
ug = _?)_@f = Uy <cl —Cy (%)2 + c3 (log (2) + 1>> sind . (4.11)

La condition de vitesse nulle a la surface du cylindre mene alors a:

u, = Uyxc (1 — (g)Z — 2 log (g)) cosf , (4.12)

ug = —Uxcy (—1 + (g)Q — 2 log (2)) sind . (4.13)

U, = 18_1# =Uy, (01 + ¢ (g)Q + c3 log (2)) cos @, (4.10)

Finalement, tres loin du cylindre, on devrait avoir que que ¥ — U,y = Uy 1 sinf,
que u, — Uy cost et ug — —U, sinf. Manifestement, il est impossible de satisfaire,
et la condition de vitesse nulle a la paroi, et la condition de vitesse uniforme a I'infini!
Ceci constitue le paradoxe de Stokes: il n’y a pas de solution pour I’écoulement rampant
autour du cylindre bidimensionnel! Pour tout nombre de Reynolds, aussi faible soit-il, un
écoulement rampant autour d’un cylindre bidimensionnel ne peut pas exister. Le terme
non-linéaire d’inertie est donc toujours significatif: le supprimer completement mene a un
probleme qui n’a tout simplement pas de solution. En désespoir de cause, le mieux que
nous puissions ici offrir comme solution (non-réguliére) est:

v = Uyxa <£—;—2£log<£>> sin 6
= Uxa (g—%+£10g <<g)2)> sinf , (4.14)
u, = Uyx [1— <%>2—210g ) cos

) cost. (115)

(4.16)

UQZUOO

N——

12 9213 3192 o=

N——
[N}
~_
~_
@.
=
>

qui, bien sur, diverge de facon logarithmique a l'infini. Rappelons, en passant, quune
divergence logarithmique est une divergence “douce”, car plus douce que n’importe quelle
puissance de r.
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Finalement, il est utile de mentionner que le paradoxe de Stokes est vrai pour I’écoulement
autour de n’importe quel corps bidimensionnel: il n’y a pas de solution de type “écoulement
rampant”.

Nous examinons maintenant le cas tres utile de ’écoulement de type Stokes autour de
la sphere: celui-la a une solution.

4.2 Ecoulement rampant autour d’une sphere

On considere ’écoulement rampant tridimensionnel autour d’une sphere de rayon a. De
nouveau, cet écoulement n’est pas un écoulement établi. Le nombre de Reynolds car-
actéristique est Rep = Uy D/v avec D = 2a le diametre de la sphere. Les coordonnées
sphériques sont ici naturelles. De nouveau, on recherche la solution pour I’écoulement
rampant avec Rep < 1: les termes non-linéaires d’inertie sont négligés par rapport aux
termes de gradient de pression et de diffusion. De nouveau, on travaille en terme de fonc-
tion de courant. On se place dans un repere fixe par rapport au centre de la sphere. La
vitesse a l'infini, U, est prise positive. A I'infini, on doit avoir que u — Uy, et que v — 0.
On a donc que u, — Uy, cosf et uy — —Uy sinf. On a donc que ¢ — %UOOT sinf. On
considere donc une solution de la forme ¢ = f(r) sinf. Cela conduit a

1 0 f 1 4d f

U, = rsinH%(Sine ) = P 7 (sin*f) =2 = cosf , (4.17)
up = —%%(rz/z) = —%d%(r f) sinf = — (% + %) sinf . (4.18)

Le tourbillon est
(%—i—%%—% )Sinezg(r) siné . (4.19)

Le tourbillon est harmonique, i.e., la fonction de courant est biharmonique:

2g 2 2
0=Viw— —2 (M+—d—g—— >sin0. (4.20)

r2sin?0  \dr? | rdr 1?2
On a donc finalement I’équation différentielle pour f(r):
? 2d 2 ? 2d 2
(2,22 _ 2 -4 = = 4.21
(dr2+rdr 7"2) (dr2+rdr 7"2)f (421)

Cette équation est linéaire, et sa solution est de la forme rP. Par substitution, on obtient
le polynome caractéristique:

pp=3)p-1)(+2)=0 (4.22)
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dont les racines sont p = 0, p = 3, p = 1 et p = —2. La fonction f(r) est donc une
combinaison linéaire de 1, 3, r et 7=2. On a donc:

T a\?2 r\3\ .
VvV=Usxa [c14+co—+c3 (—) + ¢4 <—> sin 6; . (4.23)
a r a
La condition a I'infini requiert que ¢4 = 0 et que ¢o = 1/2. Les conditions de vitesse nulle

a la surface de la sphere, u,, = uy = 0 en r = a, déterminent ensuite que ¢; = —3/4 et que
c3 = 1/4. Finalement, on a donc:

Y = Usa <§£—§+i<§)2> sing | (4.24)
u, = U <1 - ; (%) + % <g>3> cos @, (4.25)
wg = —Us (1 - Z (%) - % (%)3) sin (4.26)
W o= _UT:O; (2)2 sind . (4.27)

On a v = 0 sur la surface de la sphere. Les lignes de courant de ’écoulement sont données
a la Fig. 4.1. Le champ tourbillon est donné a la Fig. 4.2.

Figure 4.1: Lignes de courant pour I'écoulement rampant autour de
la sphere: iso-contours de 1/ (U a).

Notons que la pertubation causée par la sphere est considérable: le champ de vitesse
ne décroit qu’en 1/7, ce qui est tres lent. Finalement, notons que le champ de vitesse d'un
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Figure 4.2: Tourbillon pour I'écoulement rampant autour de la sphére:
iso-contours de w/ (Us/a).

écoulement de Stokes ne dépend pas de la viscosité, i du fluide. Il n’en va pas de méme,
bien str, pour la contrainte de cisaillement:

0 /[uy 10u,\ Uy 3 raNt .
7',,9—2,udrg—,u (TE <?> —f-; 89> ——,u7§ (;) sind . (428)

Il n’en va pas non plus de méme pour la pression. Celle-ci est obtenue par intégration:
Us 3 ra\?2
D= Poo = —ft — = (—) cos 6 (4.29)

avec Pso la pression a l'infini. Rappelons qu’en écoulement incompressible, la pression
n’est définie qu’a une constante pres. Le champ de pression de I’écoulement est donné a
la Fig. 4.3.

Par intégration de la composante en x de la contrainte de cisaillement agissant sur la
surface de la sphere, on obtient la trainée de frottement, D, (D pour “drag”). I’élément
de surface est ici dS = (r sinf d¢)(r df) avec ¢ I'angle azimutal. On a donc:

21 ™
DT = _/ / <Tr9
¢=0 J =0

U 3 T
= ,u——27ra2/ sin®0df = 4r pUsa . (4.30)
0

. sin 8) (a sin@ de)(adb)

r—=

a 2
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De méme, par intégration de la composante en x de la pression agissant sur la surface de
la sphere, on obtient la trainée de pression, D,:

2 m
Dp = _/ / ((p_poo)
¢=0 J9=0
Uso 3 2 [T g
= u—§2wa cos“ O sinfdf =2r pUya . (4.31)
a 0

cos 9) (a sinf dep)(adb)

r=a

Nous avons ici obtenu la célebre formule de Stokes (1851) pour la trainée de la sphere en
écoulement rampant: 2/3 de trainée de frottement et 1/3 de trainée de pression, le tout
donnant:

D=D,+D,=6rpuUsxa. (4.32)

Le coefficient adimensionnel de trainée est défini en utilisant la section de la sphére comme
surface de référence: D 19 04

Cp = = - (4.33)

10U ma? Usa " Rep '

Cette célebre formule s’avere tres utile dans de nombreux problemes pratiques. Bien que
strictement valable pour Rep < 1, il se fait qu’elle se compare bien avec les résultats
expérimentaux jusqu’a des valeurs de Rep proches de I'unité.

Figure 4.3: Pression pour I'écoulement rampant autour de la sphere:
iso-contours de (p — poo) / (Uoo/a).

4.3 Théorie de la lubrification

La théorie de la lubrification fait partie des écoulements rampants. Pour de tels écoulements,
les termes non-linéaires d’inertie sont négligeables par rapport aux termes de gradient
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de pression et de diffusion, et ce parce que le nombre de Reynolds caractéristique de
I’écoulement est petit. Cette hypothese est, bien str, a vérifier.

Nous considérons ici, a titre d’exemple et d’introduction a la théorie de la lubrification,
le cas du palier plat et plan, voir Fig. 4.4.

L
|
; \

AM
( h’O q ix %77775\ hL (
iz ! )

—
U

Figure 4.4: Lubrification: cas du palier plat.

Dans le repere choisi, le bloc supérieur (i.e., le palier) est fixe et est légérement incliné
par rapport a la plaque inférieure. Cette derniere est mobile et se déplace a vitesse
constante U. A noter que, dans un systeme de coordonnées fixé a la plaque, ce serait le
contraire: le palier serait mobile et la plaque serait fixe. Cela revient au méme: en effet,
la vitesse de déplacement relatif étant constante, on peut travailler dans I'un ou l'autre
repere. Pour la suite, nous verrons que le repere avec palier fixe facilite les développements
mathématiques.

L’important pour créer de la portance (et donc assurer le role a la fois porteur et
lubrificateur du palier), est, comme nous le verrons ci-dessous, que 1’écart entre les deux
surfaces solides ne soit pas constant, d’ou I'angle relatif, «, entre les deux surfaces. Dans
le cas du palier plat, on a

h(z) = ho — (ho — hr) % =ho —tanax . (4.34)

A noter que I'angle est faible: o ~ tana < 1. 1l faut aussi que I’écart soit faible comparé
a la longueur du palier: h(x) < L: Cela permet de valider I'hypothese que les termes
d’inertie sont effectivement négligeables: pu % < gZTZ, c.-a~d., en utilisant les ordres de
grandeur, que:

U U
— — 4.
pU T <u e (4.35)

ol on a choisi hg car c’est le plus critique. Cela revient donc a demander que

pUL (ho\> ho\”
; (L) = Rey (=) <1 (4.36)
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On voit donc que le nombre de Reynolds, Rey, basé sur la longueur, L, du palier peut étre
grand si le plus grand écart, hg, est suffisamment petit. A noter que ce n’est pas un facteur
ho/L qui multiplie Rer, mais bien un facteur (ho/L)?! Ceci est tout & 'avantage de la
théorie de la lubrification: elle sera souvent tout a fait justifiée et donc souvent tres utile
en ingénierie. A titre d’exemple, considérons un cas tel que U = 10 m/s, L = 10 cm et
ho = 0.1 mm, avec une huile de lubrification SAE 50 & T" = 60 °C'. La viscosité cinématique
de cette huile & cette température est v ~ 6.7107°m?/s. On aura alors Re; ~ 1.510%
qui est clairement beaucoup plus grand que l'unité, mais Rey, (ho/L)? ~ 1.51072 qui est
clairement beaucoup plus petit que 'unité. L’hypothese consistant a admettre que les
termes d’inertie sont négligeables est donc ici tout a fait justifiée.

Comme I'angle « est faible, on peut facilement obtenir une tres bonne approximation
de I’écoulement. En effet, bien que I’écoulement ne soit pas strictement établi puisque la
section de passage varie en x, il est “presque établi” puisque la section de passage varie
faiblement en z vu que ’angle est faible. On a en fait que % < ‘g—z. L’ecoulement est
donc essentiellement un écoulement de type Poiseuille-Couette avec gradient de pression.

Dans le cas présent avec u(0) = U et u(h) = 0, le profil de vitesse Poiseuille-Couette est:

u=—%%%<1—%>—l—U(l—%). (4.37)

Pourquoi I’écoulement ne serait-il pas simplement un écoulement de Couette avec gradient
de pression nul? Cette solution n’est pas acceptable car elle viole la conservation du
débit au travers de chaque section. En plus de ’écoulement de Couette, un écoulement
de Poiseuille doit aussi se développer de maniere a assurer la conservation du débit au
travers de chaque section. A cet écoulement de Poiseuille correspond un gradient de
pression. Celui-ci est nécessairement fonction de x afin d’assurer la conservation de débit
a chaque section. La pression est la méme a l'entrée, x = 0, et a la sortie, x = L, soit
p(0) = p(L) = po. Elle augmente, atteint un maximum, et diminue. L’ecoulement de
Poiseuille est donc dirigé vers 'entrée et vers la sortie, en partant du point de pression
maximum.

Le débit, @, est uniforme (i.e., ne dépend pas de z):

h dp h® Uh
= dy=—— — + — 4.
@ 0 ue dx 12u * 2 (4.38)
ce qui entraine la relation suivante:
dp Uh
—h? = =12 —-— . 4.39
z-tu(e-3) (439)

Ceci constitue I'équation de Reynolds en lubrification (1889). A noter que le profil de
gradient de pression est connu si ) est connu. La forme différentielle de cette équation
est obtenue en écrivant que d@/dz = 0:

d dp dh
— () = — . 4.4
dz < dx) 6t dz (4.40)
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Donc, pour tout palier avec h(z) donné, on peut intégrer (numériquement, voire exacte-
ment quand c’est possible) 1’équation différentielle de Reynolds avec les conditions aux
limites: p(0) = p(L) = po. Ce n’est pas simple, méme dans le cas du palier plat (& essayer
en exercice).

En fait, dans le cas du palier plat, on peut grandement se faciliter la tache en utilisant
une petite astuce qui permet de déterminer () et donc tout le reste. On écrit:

dp _ dp dh - dp (o = )

= = 4.41
dr  dh dx dh L ’ ( )
ce qui conduit a:
dp 12p L Q U
e =~ 4.42
dh  (ho — hp) (h3 2h2> ’ ( )
et donc, par intégration, a
6ulL U @
h)y=——|——=5+C| . 4.43
o) = ot (G- 2+ ) (4.43)
La constante d’intégration se détermine facilement en utilisant la condition que p = pg en
h = hOa
6ul U @
— ~— _ X1 4.44
Do (ho — hL) (ho h% + ) ) ( )

et donc, finalement:

P(h)—po_% (U (%—hio) -Q (%—%)) : (4.45)

Mais, on a aussi que p = pg en h = hz! Cela donne I’équation qui détermine Q:

s () o) e

et donc
(% - %) ho h
Q=U"—4=U . (4.47)
ho + h
(4 g) T

A noter que le débit ne dépend que de la vitesse U et des parametres géométriques hg et
hrp.

On peut maintenant tout déterminer. Pour le profil de pression, on obtient:
i DU (L L) (1)
(ho — hr) h  hy (ho+hr) \h?  hi
G (e ()
(ho — hr) \h  ho (ho+hr) \h  ho
6puUL (ho—h)(h—hi)
(h§ — hi) h? '

(4.48)
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On peut aussi I'exprimer en fonction de x, bien que le résultat soit moins compact. Puisque
ho —h = (hog — hr) /L et que h — hy, = (ho — hy) (1 — /L), on obtient:

- 6uUL . (¢/L)(1-2/L)
P =po = gy o G e — ) 2/ L7
gt /D)0 =a/D)

(ho + hi) (ho — (hg — hy) z/L)?
_ 6pUL (A —hp/ho)  (z/L)(1—z/L) (4.49)
h2 (14 hi/ho) (1 —(1—hy/ho) z/L)*’ '

resultat qui est représenté a la Fig. 4.5 pour différentes valeurs du rapport de contraction

hi/ho.

=

Figure 4.5: Profils de pression pour le cas du palier plat.

Le point avec maximum de pression (i.e., avec j—z = 0) se trouve aussi facilement:
puisque % # 0, on l'obtient en cherchant la valeur de h pour laquelle % = 0. Cela
correspond a

2 1 1 ho hy,
S 4= — h=——- = 4.50
h hy hg (ho+ hr) /2 ( )

La hauteur A de maximum de pression est donc la moyenne géométrique entre hg et hp.
Le point x correspondant est alors aussi obtenu:

T ho
e ——— 4.51
L~ Tt ho) (4.51)
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La pression maximale est aussi obtenue, voir Fig. 4.6:

3pUL (ho—hy) 3pUL 1 (1—hy/ho)
2 hohy (ho+he) 2 B2 hufho (1+ ko)

Pmax — Po = (452)

10

Pmax — Po

nUL

2
h() 8+

o
ol
[
>

L 1

0

Figure 4.6: Maximum de pression pour le cas du palier plat.

Cette pression peut étre tres grande. A titre d’exemple, considérons un cas tel que
U=10m/s, L = 10 cm , hg = 0.1 mm, h;, = 0.05 mm avec une huile de viscosité
p =~ 0.1 N s/m? (cas de la SAE 50 & environ 50 °C'). On obtient alors pp., — po ~ 107 Pa,
soit plus directement 10 MPa! Un palier plat peut donc supporter des charges énormes.
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En fait la charge utile (par unité de profondeur) s’obtient aussi facilement par intégration:

P [ - o= [0 ) G =~ [ o) o)

L 6pUL M 1 hohg
= — ho+hy) — — —=— —1| dh
e G [

L 6uUL hL) (1 1) }
_ ho + o) log [ Z5) 4 hohy (— — =) + (ho— h
(ho = hz) (h§ — h7) l( o+ he) g(ho "Nk ho (o = B

6uU L?

= R =T {(ho +hy) log (%) +2 (ho — hL)}

1 hi 2
— 6uUr? {— Io (_) +_]
. (ho —hp)? °\ho) " (W3—12)

5 - [(1 - hlL/ho)2 o (Z_> - <h2L/ho>2>} | )

Ce résultat est certainement tres utile en ingénierie. Il a quelques conséquences remar-
quables. Tout d’abord, pour hy fixé, on constate que la charge utile augmente de plus en
plus & mesure que le rapport de contraction hy/hy diminue, voir Fig. 4.7. Il est clair qu'il
y a une valeur minimale de h;, au dessous de laquelle on ne peut pas s’aventurer car il faut
éviter que le film d’huile ne devienne trop mince par rapport a la hauteur des aspérités
et/ou des défauts de surface des pieces. Posons la question inverse: pour hy, fixé, y-a-t-il
un optimum du rapport hg/hz auquel correspond la charge utile maximale. On utilise ici

6upUL? 1 ho\ 2
PET0 e —17 bg(hL) (o) 1)) ° (4.54)

qui a effectivement un optimum (cependant assez plat) lorsque ho/hy, = 2.19, voir Fig. 4.7,
avec comme charge utile maximale:

pU L?
hi

P =0.16024

(4.55)

Un autre aspect du probleme est la force de cisaillement totale, F', (force par unité de
profondeur) que la surface mobile applique au fluide. On a, pour la contrainte,

ou dp\ h Yy U
—y— = (=) Z(1=-2Z) =
! M@y ( d:v) 2 ( h) an
6 1 Uh Y U
h? (Q 2 ) ( h) "
6 hohy yy_ 1
= ulU | (————=)(1=-2)——| . 4.56
a [h2 ((h0+hL) 2) ( h) h] (4.56)
La partie mobile est en y = 0. On a alors:

6 hohy, 4
— L 2 4.
h? (ho + hy) h] (4:57)

e 0) = |
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Figure 4.7: Charge utile pour le cas du palier plat. Cas avec hq fixé
et hr,/ho variable. Cas avec hy, fixé et ho/hy, variable.

La force de cisaillement totale (par unité de profondeur) exercée par la partie mobile sur
le fluide est obtenue par intégration:

L hr, dx L hr,
F = —/ Tw(x, 0 dx:—/ Tw(x, 0 —dh:—/ Tw(x,0) dh
0 (.0) ho (.00 (ho = hi) Jh, @)

L he 16 hohy 4}
- U/ [———— dh
(ho—ho) "' Jo |12 (ho+hy) B
6 4 hL)]
= —uUL + log ( —
. {(ho +hr)  (ho—hg) & <ho

= ‘H;[L]OL [(1+§L/h0) i (1—§L/ho> o8 (%)} | 5%

Seule cette force effectue un travail, car seule la surface y = 0 se déplace. A noter que
la pression n’effectue pas de travail car elle agit perpendiculairement a la surface mobile:
comme le produit scalaire entre le vecteur vitesse et la contrainte de pression est nul, il
n'y a pas de travail associé. La puissance nécessaire (par unité de profondeur) est donc
finalement obtenue comme le produit de la force (par unité de profondeur) par la vitesse
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de déplacement:

U2 L 6 4 hr
FU =52 i + i 1og(h_0>}. (4.50)

A noter aussi que la puissance consommeée est dissipée en chaleur au sein du fluide. 11
faudra donc s’assurer que I’huile est refroidie en dehors de la zone ou elle sert de support
a la charge et de lubrifiant.

10
F8r
pUL
ho 61
4 =
2 =
0 L I |
0 0.5 hr, 1
ho
2
F
pUL
hy,
1 \
0 L 1 |
1 3 hO 5
hy,

Figure 4.8: Force a appliquer pour le cas du palier plat. Cas avec hg
fixé et hr /ho variable. Cas avec hy, fixé et hg/hy variable.

A hy fixé, la force et donc la puissance augmentent de facon monotone lorsque le
rapport de contraction, hy, /hg diminue, voir Fig. 4.8. A noter que la limite pour hy /hy — 1
(et donc pas de charge supportée par le palier) conduit bien a la valeur correspondant a
un écoulement de Couette pur (i.e., sans gradient de pression):

2
L
im F oMU

4.60
hL/h0—>1 h() ( )

Qu’en est-il a Ay, fixé? On utilise alors:

WUL 6 4 ho
F=- he [(ho/h+1)  (ho/hy —1) tog (h_Lﬂ . (4.61)
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La limite lorsque ho/hy, — 1 est, bien sur, la méme que ci-dessus. Il n’y a pas d’optimum
du rapport hg/hyr: la force et donc la puissance décroissent de fagon monotone lorsque le
rapport ho/hy, augmente, voir Fig. 4.8.
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Chapitre 5

Couches limites laminaires

5.1 Introduction

Bien que le modele du fluide parfait (c-a-d non visqueux) en écoulement incompressible et
irrotationnel produise des résultats utiles et fondamentaux, il a ses limites car il ne permet
de calculer que des écoulements avec glissement du fluide le long de la paroi. Les fluides
réels sont visqueux: ils ne glissent pas le long des parois; ils y adherent. La condition de
non-glissement a la paroi est donc une caractéristique fondamentale des écoulements de
fluides réels. Le fait que le fluide adhere a la paroi entraine une production de tourbillon
a celle-ci. Le tourbillon est produit a la paroi, diffuse de la paroi vers I’écoulement, et est
transporté par ce méme écoulement le long de la paroi. Il s’ensuit que I’écoulement au
voisinage de la paroi n’est plus irrotationnnel: il contient du tourbillon. La zone proche
de la paroi qui contient ce tourbillon est appelée “couche limite” (de paroi).

La compétition entre les phénomenes de diffusion et de convection du tourbillon
détermine 'épaisseur de la couche limite. Celle-ci est généralement mince, et d’autant
plus mince que le nombre de Reynolds caractéristique global de ’écoulement est grand.

Considérons, par exemple, ’écoulement laminaire d’un fluide autour d’un profil de
type aérodynamique et a faible angle d’attaque, voir Fig. 5.1. La vitesse caractéristique
globale est la vitesse amont, U,. La dimension caractéristique globale est la corde du
profil, ¢. Le nombre de Reynolds caractéristique global est donc Re, = Uy c/v. Le
temps caractéristique global de convection (transport) est T o< ¢/Us: c’est I'ordre de
grandeur du temps requis pour qu’une particule fluide aille du bord d’attaque du profil
jusqu’au bord de fuite Au sein de la couche limite, les effets de la viscosité sont du
méme ordre de grandeur que les effets d’inertie. C’est en fait la une facon de définir
la couche limite: la couche limite est la région proche de la paroi ou les effets visqueux
sont aussi importants que les effets d’inertie (on y reviendra dans la section suivante,
lors du développement rigoureux des équations qui régissent la couche limite). Pour
I’exemple du profil aérodynamique considéré ici, on a donc que le temps 7' est aussi le
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Figure 5.1: Profil aérodynamique et écoulement avec couche limite
laminaire le long de la paroi. Pour simplifier, on a ici supposé que
la couche limite reste attachée a la paroi jusqu'au bord de fuite du
profil..

temps caractéristique global de diffusion du tourbillon au sein de la couche limite. Durant

le temps global T', le processus de diffusion va avoir couvert, en fin de profil, une épaisseur
globale ¢ de 'ordre de § = v/vT'. On en conclut que

5 c

T ~ et T U (5.1)
ce qui conduit a
52o<VTo<V—c:;, (5.2)
et donc finalement a 5 . .
x (5.3)

E M:\/Rec.

v

Comparée a la corde ¢ du profil, la couche limite laminaire est donc d’autant plus mince
que le nombre de Reynolds global est grand. De plus, nous avons déja obtenu la loi de
variation. Nous verrons dans la suite que l'approche rigoureuse du probleme confirme
bien ce résultat préliminaire.

Dans les expressions ci-dessus, 0 désigne I’épaisseur de la couche limite au bord de
fuite du profil (i.e., en = ¢). Si on consideére plutot I’épaisseur de la couche limite a une
distance x < ¢ le long du profil, on obtient alors que

2

() o i 1) = L (%) . (5.4)

C

et donc que

) oL [y (f) . (5.5)



Que se passe-t-il en aval du profil? Le tourbillon de couche limite quitte la proximité
de la paroi au bord de fuite et devient tourbillon de sillage. C’est le cas idéal de bon
fonctionnement aérodynamique du profil. En réalité, la couche limite a l'extrados du
profil aura aussi tendance a quitter la paroi, et ce avant d’atteindre le bord de fuite. On
parle alors de la “séparation de la couche limite”. Une telle séparation de la couche limite
mene a une baisse de performance du profil (i.e., une baisse de la force de portance), mais
n’est pas pour autant catastrophique. Cependant, si on augmente ’angle d’attaque, il
y aura, au dela d'un certain angle, un “décrochage aérodynamique ” du profil: c’est le
cas de mauvais fonctionnement aérodynamique du profil. le tourbillon de couche limite
quitte alors la paroi de facon plus brutale, et de gros tourbillons de sillage sont produits
de facon intermittente, le point de séparation étant lui-méme instationnaire

Ce chapitre a pour objet d’exposer la théorie de la “couche limite laminaire” pour des
écoulements simples et incompressibles. Le cas simple du développement d’une couche
limite le long d’une plaque plane, et avec vitesse extérieure a la couche limite, u, = ue(x),
est d’abord considéré. La solution exacte pour le cas particulier avec u, constant, est
ensuite obtenue (solution de Blasius). Le transfert de chaleur en couche limite est ensuite
aussi étudié: c’est la “couche limite thermique laminaire”. L’effet du nombre de Prandtl
est aussi quantifié. Le cas des “couches limites turbulentes” est couvert plus tard, dans
la partie du cours portant sur les “écoulements turbulents”.

On mentionne aussi que les méthodes de solution pour les “couches limites laminaires
générales” (i.e., avec u, = u.(x), et donc éventuellement avec séparation) sont étudiées
en détail dans le cours Aérodynamique (cours a option) . Le cas des couches limites
turbulentes y est aussi étudié.

5.2 Etablissement des équations de la couche limite
laminaire

5.2.1 Approche physique, non formelle

On considere I'écoulement laminaire bidimensionnel et stationnaire le long dune plaque
plane. La plaque commence en x = 0 et s’étend vers les x > 0. La couche limite commence
donc aussi en x = 0.

En I'absence de couche limite, on a une vitesse de 1’écoulement qui est connue (par
exemple, calculée en utilisant I’approximation en fluide parfait.) On suppose que la couche
limite est assez mince pour que la vitesse en dehors de la couche limite, wu.(z), puisse
effectivement étre approximée par la vitesse obtenue sans couche limite. Au sein de la
couche limite, la vitesse passe d’une valeur nulle a la paroi (condition de non-glissement)
a la valeur u(x).
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Au vu des constatations de l'introduction, on a que I’épaisseur locale de la couche
limite, d, a la distance x = X par rapport au début de la plaque, est faible par rapport

a cette distance: § < X. Au sein de la couche limite, la vitesse horizontale, u, est de
V'ordre de U, = u.(z). La dérivée g—Z est donc O(U./d). 1l est clair que la vitesse varie

beaucoup moins vite en z qu'en y. La dérivée ¢ est O(U./X). On a donc:

ou U, ou Ue
s —0(?) < 15y —@(7) :
8216 Ue 0%u Ue

Notons par V' l'ordre de grandeur de la vitesse verticale, v dans la couche limite:

v =0(V). On peut donc écrire:
v
“o(Y) .

) 94 . . 1z Ou ov __ : : . ) .
D’autre part, I’équation de continuité, 5% + oy = 0, implique aussi que 1'on a:

o
oy

Z_Z N % :o(%) | (5.8)
On a donc:
5J-o (%) -o(3)
ce qui, en fait, détermine l'ordre de grandeur, V:
V= ki Ue . (5.10)
X

L’équation de quantité de mouvement dans la direction horizontale, x, est:

ou ou 190p V(ﬁzu 82u)

Considérons d’abord les termes d’inertie. On obtient, pour les ordres de grandeur:

ou U2 ou ) U, U.?
:O<X), ‘Ua—y _O(XU‘BF)_O(X) (512)

u JES—
ox
Les deux termes d’inertie sont donc du méme ordre de grandeur: on ne peut pas négliger
I'un par rapport a 'autre. Pour les termes de diffusion visqueuse, 1’équation (5.6) implique
que la diffusion en x est négligeable par rapport a la diffusion en y. Cette derniere est
donc la seule a considérer. Son ordre de grandeur est:

2
Ul _ o @%) . (5.13)




La couche limite étant la zone de I’écoulement proche de la paroi ot les effets de viscosité
sont aussi importants que les effets d'inertie (c’est en fait 1a une bonne fagon de la définir),

il s’ensuit nécessairement que 1’on a:
U’ U,
()oY e

ou
/U [ES—
dy
Il s’ensuit donc que 'ordre de grandeur, ¢, est:
v X 5 <U6X>_1/2

v

=
U. X

o
Vay2

‘6u

" ox

~Y ‘

Y ‘

5 =

(5.15)

On a donc de nouveau obtenu la méme expression que lors de I'introduction.
Qu’en est-il du terme % ‘8—‘ ? Comme il constitue un des termes de I’équation de
quantité de mouvement en z, il est nécessairement, soit négligeable, soit aussi O(U,?/X).
En dehors de la couche limite, I’écoulement est irrotationnel: 1’équation de Bernoulli y
est donc satisfaite. La pression en dehors de la couche limite, p = p.(z), est donc régie

par la relation:

Op
T

pe(r) | u’(z)
=B 1
P + 2 0> (5 6)
et donc, de fagon équivalente, par:
1 Op. O,
_— = . .1
() = ) G () (517)

Considérons maintenant I’équation de quantité de mouvement dans la direction verti-
cale, y:

1 2 2
v ov __@+V(8v 81})‘ (5.18)

“or Yoy Tpay V\azE T op

Les termes d’inertie sont de nouveau du méme ordre de grandeur:

o(u¥)-o(L)-0(LEY .

La diffusion en x est négligeable par rapport a la diffusion en y. Cette derniere est de
0%

I'ordre de v 5T

Par I’ équation (5.15), on en déduit que les termes d’inertie et de diffusion en y sont aussi

du méme ordre de grandeur: ils sont O ((6/X)(Ue2/X)). Le terme % g—g

au plus, O ((6/2)(U.?/X)). Par série de Taylor, la pression au sein de la couche limite
est donc obtenue comme:

ov
U—

0

~

u@
ox

est donc aussi,

p(,y) = p() + (y — 5)2—;’@:5 L (5.21)
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ce qui donne, comme ordre de grandeur:

p(asp,w :pe;:w w(é%g) _ pf) w((%)l])

— By- (1 ~0 ((%)2» “622(9“") . (5.22)

Le terme de correction étant en (§/X)?, on peut donc certainement le négliger et donc
considérer que la pression ne varie pas au travers de la couche limite. On prend donc

p(z,y) = pe(z), ce qui donne:

1dp  1dp.

pOxr  pdx

du,
drx

(7) = ue(2)

(z) . (5.23)

Les équations qui régissent le développement de la couche limite (= “équations de
Prandtl”) sont donc finalement obtenues comme:

ou Ov
—+ = = 0, 5.24
ox + oy ( )
ou ou du, 0%*u
U—F+V— = U—+Vv—r7 . 5.25
Ox dy dx 0y? (5:25)
. . . 3 1 dpe — due __
On note aussi que le cas particulier u, constant correspond a - e =, G = 0.

5.2.2 Approche formelle mathématique

On considere ici une approche plus formelle et mathématique pour ’établissement des
équations de la couche limite.

La couche limite se développe le long d’une plaque qui commence en x = 0. Pour
simplifier, on considere que la plaque est plane, mais cette hypothese n’est en fait pas
limitative. On considere les équations de la couche limite au voisinage du point X fixé,
et avec vitesse extérieure U, fixée (U, = uc(X)).

En définitive, il y a alors deux “grandeurs caractéristiques” (X et U.), et toutes deux
constantes dans I'analyse. Le nombre de Reynolds basé sur ces grandeurs caractéristiques
est Re = U, X/v. L’ "écoulement est fonction de X, U, et v seulement. On cherche a voir
comment ’écoulement se comporte pour Re grand, et en supposant cependant qu’il reste
laminaire. Pour cela, on adimensionalise les équations avec X et U,, et on fait Re — oo.

On considere donc une famille d’écoulements fictifs, paramétrés par Re, qu’on fait
tendre vers l'infini (similitude dynamique). L’écoulement asymptotique obtenu par le
passage a la limite est une bonne approximation de I’écoulement réel, correspondant a
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une valeur précise de Re. La comparaison entre les divers écoulements (et donc le passage
a la limite) n’est possible qu’en adimensionalisant les équations.

Une premiere adimensionalisation, élémentaire, fait apparaitre les équations d’Euler
pour Re — oo. C’est 'écoulement dit “externe”, correspondant au modele du fluide
parfait. Cet écoulement ne respecte pas les conditions sur la plaque.

Une seconde adimensionalisation est alors introduite pour faire apparaitre la couche
limite et les équations de Prandtl.

Définissons d’abord § = Re~'/? X. 1l est clair que la grandeur § n’est pas exactement
I’épaisseur de la couche limite en X. C’est un ordre de grandeur de cette épaisseur. (En
fait, I’épaisseur de la couche limite est un concept peu précis et encore a définir: nous y
reviendrons en temps opportun).

Considérons donc la mise sous forme adimensionnelle des équations de la couche limite
en utilisant les variables “prime” suivantes adimensionnelles:

r=Xa', y=0y, u=U4u, v=Vd, et p=pUsyp, (5.26)
ou V est encore a déterminer.

L’équation de continuité devient:

U, ow Vo

B T .2
Xow soy (5:27)
et donc: o0 VX o v PW
U v v
L T T ReY2ZI 5.28
o’ U, 6 0y U. c oy’ ( )

On considere la similitude dynamique avec Re — co. Pour que I’équation ne dégénere
pas lorsque Re — oo (principe de moindre dégénérescence), on doit donc prendre:

Ue
On obtient alors: Y
u v
— 4+ —=0. 5.30
oz’ + Yy’ ( )
Considérons ensuite I'équation de quantité de mouvement en . On obtient:
Uz [ ,0u ,0u U2 oy vU, 0*° vU, 0%
wam T as = a1 5T 3 2 -
X ox’ oy’ X o X2 ox 6% oy
_ _Ue28_p/+VUe i 2@+@
X 01 82 X)) ox* oy?)
U2opy U2 (1 0% 0
= = 4 31
X ox' N X <Re Ox'? * 8y’2> (5:31)

107



On a donc:

/ / / 2,,/ 2,,/
, Ou ,o0u” Op (1 0%u QU)’ (5.32)

- vV — = —— -
“ or * oy’ ox'

— s+
Re 0x'*  Oy'?
qui, lorsque Re — oo, se réduit a:

o’ o’ o 0*u
/ R / - = - R
“or T Dy’ o0+ oy? (5.33)

Pour I’équation de quantité de mouvement en y, on obtient:
Uv [, o u2op VvV S\ 0% 0%
—_— — — | =- — — = —=+=—=] . 5.34
X (“ 0w U oy 5oy Ve \\X) a2 T 9,2 (5:34)

On a U,?/6 = Re'?U,?/X. Comme V = Re~Y/2U,, on a aussi U, V/X = Re”'2U.?/X
et vV/0? = Re Y210 U, /6% = Re /2 U2/ X. Ceci permet d’écrire:

1 U2 ,00 0 U2y 1 U2 (1 0% 0%
- Ze - )= —Ret/2 e 2, - Fe [ 47
Re'/?2 X (u I 8y’) he X 0y’+Rel/2 X (Re Ox'? * 8y’2> - (5:39)

On a donc, finalement:

1 ,ov o o 1 1 0% 0%
— — — =4+ = (= — 3
Re <u ox' v oy’ oy’ * Re \ Re 0x'* * oy?) (5.36)
qui, lorsque Re — oo, se réduit a:
a /
8—5/ =0 (5.37)

La pression ne varie donc pas au travers de la couche limite.

Les conditions a la paroi sont: v = v = 0 en y = 0. Les conditions loin de la paroi
sont les conditions de raccordement entre I’écoulement “Prandtl” et I’écoulement “Euler”.
Pour fixer les idées, considérons la grandeur ¢ définie par ¢ = Re '/*X. Clairement,
comme Re > 1, on a:

51 ¢

¢ est donc une échelle intermédiaire entre § et X, voir Fig. 5.2. Le raccordement Prandtl-
Euler se fait dans une zone a hauteur O(().

Pour les valeurs de Re de plus en plus grand, la solution adimensionnelle a une valeur
unique au raccordement (en notant que cette solution adimensionnelle ne dépend que de
Re et que les adimensionalisations de u et de p sont les mémes hors de la couche limite
et dans la couche limite). Cependant, 'ordonnée adimensionnelle de raccordement est
y = (/X < 1 pour la zone externe (zone Euler) et § = (/d > 1 pour la zone interne
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Figure 5.2: Schéma des échelles: échelle d'épaisseur de la couche
limite, d, échelle intermédiaire (de raccordement), ¢, et échelle de
longueur le long de la plaque, X.

(zone de couche limite). En faisant tendre Re vers I'infini, cette ordonnée de raccordement

tend vers 0 pour la zone externe et vers I'infini pour la zone interne.

Revenant aux variables dimensionnelles, on a donc comme conditions asymptotiques

de raccordement :

lim u(X,y)

y/0>1

lim p(X,y)

y/o>1

y/X<1

= lim p.(X,y) = pe(X,0).

y/Xk1

lim w.(X,y) = u.(X,0) =Ue,

(5.39)

De plus, comme g—g = 0 au sein de la couche limite, la pression y vaut partout p.(X,0).

Les équations qui régissent le développement d'une couche limite le long d'une plaque
plane sont donc finalement obtenues comme:

et

@4_@ = 0
oxr oy
ou ou 1 dp. 0%u
u(z,0) = v(z,0)=0,
I — u(z,0) .
y/g;;lwx,y ue(z,0)

(5.40)

(5.41)



De plus, comme I’écoulement Euler hors de la couche limite satisfait I’équation de Bernoulli,

le terme —%%(m, 0) est aussi u.(z,0) 2 (z,0).

5.3 Solution pour le cas avec u. constant (Blasius)

On considere ici le cas simple avec u.(z,0) constant:

ou Ov
o, = (5.44)
ou ou 0%u

= y—. 4
(91:+ dy V8y2 (5.45)

C’est le probleme dont la solution a été obtenue par Blasius. Comme 1’écoulement est
incompressible, le champ de vitesse est déterminé par une fonction de courant ¥: u =
0V /0y et v = —0¢/0z. La similitude de la solution requiert que:

— =y (ﬁ) =g(n) . (5.46)

e

avec 1 = y/d0(x), la variable de similitude ou:

x 21/2 4 o\ 2
o(x) = (M)I/Q - Rel/2 - ( U, > : (5.47)
2v

Le facteur 2%/2 n’est pas nécessaire. Il permet simplement d’éviter un facteur 2 par la
suite (voir plus loin). Pour les dérivées partielles de 7, on obtient

o TR €
on 1
2 = 4
avec . 5(2) )
T T
! — — / = — . 4
§(x) QR = ) 2 et &' (z)d(x) o (5.49)
La fonction de courant est nécessairement de la forme
Y =u.d(x) f(n) - (5.50)
En effet, cette forme conduit a:
oY ; 1 /
= — = —_— = . . 1
u= g ue 6(x) f'(n) 52) ue f'(n) (5.51)
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Le profil de vitesse, g(n), est donc g(n) = f'(n). La fonction de courant donne aussi la
vitesse v:

oy

-5 = = (@) ) = e Pl

o(x)

Pour les dérivées du champ de vitesse, on obtient:

)Z%&ummﬂm—fm».@sw

% = —ue f'(n)n (jsl(tf)) :
G = w0 5
gi;; = u () 52;) . (5.59)
Les termes d’inertie sont donc:
WG = P W
v = w £ ) - f) 5 (5.5

Nous avons finalement tous les termes a introduire dans ’équation de quantité de
mouvement en x,

soit:

8 (x) 1

2 " — "
" ue ! "
£ )+ 5 () £) £ = 0. (5.50

Finalement, comme on a 0(x)d’(z) = %, on obtient bien une équation différentielle ordi-
naire (EDO) pour f(n):

f(n) + f(n) f'(n) = 0. (5.57)

Il s’agit d’'une EDO non-linéaire et du 3éme ordre. (Remarquons, en passant, que si nous
n’avions pas utilisé le facteur “2” dans la définition de 9, nous aurions obtenu un facteur
“2” dans 'EDO: f"(n) + 5 f(n) f"(n) = 0, forme moins “canonique” que celle ci-dessus,
mais tout aussi valable.) L’EDO obtenue requiert trois conditions aux limites. On a:
u = 0 a la paroi, ce qui requiert d’avoir f/(0) = 0. On a aussi: v = 0 a la paroi, ce qui
requiert f(0) = 0. La paroi est donc une ligne de courant: 1 = 0 a la paroi. Finalement,
le raccordement avec 1’écoulement Euler requiert d’avoir: lim,s f’(n) = 1. On a donc:

f(0)=0, f(0)=0, lim f'(n) =1. (5.58)

n>1
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Cette équation n’a pas de solution analytique. Elle doit donc étre résolue par intégration
numérique. Pour ce faire, on la réécrit sous forme d’un systeme de trois EDO du premier
ordre:

fn) = g,
g = hn),
W(n) = —f(n)hn). (5.59)

Le systéme est donc de la forme ds/dn = F(s) avec s = (f, g,h)” et F(s) = (g, h, —f h).
Pour l'intégrer numériquement, on utilise, par exemple, un schéma de Runge-Kutta 4.
On débute l'intégration en n = 0, avec f(0) =0, g(0) = f/(0) =0 et h(0) = f”(0) deviné
(“méthode du tir”, “shooting method”). On intégre numériquement jusqu’aux grandes
valeurs de 7, et on examine alors f’(n). On itére la procédure sur le choix de f”(0) jusqu’a
ce que I'on obtienne bien que f’(n) — 1 lorsque n > 1. On obtient ainsi finalement que

£7(0) = 0.46960.

Le profil de contrainte de cisaillement est

T=puo=p—f"(n). (5.60)

On a aussi, pour la vitesse v:

lim (n f'(n) = f(n)) = 1.22. (5.61)

Etant donné qu'il y a le terme multiplicatif ¢'(z) < 1, la vitesse v a la frontiere de la
couche limite est effectivement beaucoup plus petite que u,; elle est néanmoins non nulle.

Ceci provient du fait que, comme la couche limite grandit lentement en z, il faut bien,
par conservation de la masse, qu’il y ait un petit “débit de fuite”.

Les profils de fonction de courant, ¥/(u.d) = f(n), de vitesse, u/u. = f'(n) = g(n),
de contrainte de cisaillement, 76/(puue) = f"(n) = ¢'(n) = h(n) et de vitesse v/(u.d") =
n f'(n) — f(n) ainsi obtenus sont présentés a la Fig. 5.3.

Qu’en est-il du frottement a la paroi? La contrainte de cisaillement & la paroi, 7, (),
est:
Tw ou 2

U U U U, T\ —1/2
Tw 2~ o) e = 0.4606 v L = 0.4696 ( ) . 5.62
p V@yyzo f()yé - 2 \2v (5.62)

Le coefficient adimensionnel de frottement local, C'¢(z), est donc:

-
co T
g pue’/2

Ue x> -1/2 ~0.664

(5.63)

v

La force D, par unité de largeur, exercée par I’écoulement sur la plaque (i.e., la force de
trainée: “Drag” en anglais), et correspondant a la partie de la plaque entre xt =0 a z = L,
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Figure 5.3: Solution de Blasius pour la couche limite avec u, constant:
profils de fonction de courant, ©/(ued) = f(n), de vitesse, u/u. =
f'(n), de contrainte de cisaillement, 7/(nu.) = f”(n) et de vitesse

v/(ue &) =n f'(n) — f(n).

est facilement obtenue par intégration:

L 2 L _1/2 2 L —1/2
D(L) =/ To(2) dz = &f”(())/ (Z;f) dz — 0.4696 “2 9L (“ ) .
0 0

2 2v

(5.64)

Le coefficient de frottement moyen, correspondant a cette longueur L, est donc:

D(L) u, L\ 1.328
Cim(L) = ————= =1.328 = —7. 5.65
S ORI () el >69)
Il est clair qu’on a aussi, par définition de la moyenne, que
1 [k
0
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Finalement, on note aussi que, dans le cas de la couche limite avec u, constant, Cy,,,(L) =

2C4(L).

5.4 Epaisseurs de la couche limite

Comme expliqué précédemment, la grandeur § n’est pas I’épaisseur de la couche limite.
C’est un ordre de grandeur de cette épaiseur. Il est difficile de “définir” 1’épaisseur de la
couche limite: en effet, le profil de vitesse est une fonction continue qui tend asympto-
tiquement vers u.. On parle souvent d’épaisseur a 99% . C’est la distance a la paroi telle
que u = 0.99 u,. Elle correspond a 1999 = 3.4719. On obtient donc

90.99 To.99 4.91
r (uex)l/Z T Rel/2 - (5.67)
22U

Si on considere plutot I’épaisseur a 95% comme mesure de ’épaisseur de la couche limite,
u = 0.95u, correspond a 1995 = 2.7705, et on obtient donc

90.95 To.95 3.92
v (wx)? T Rel? (5.68)
22U

Le concept d’épaisseur de couche limite est donc peu précis. Un concept plus précis est
le concept d’épaisseur de déplacement, 0*. C’est la distance a la paroi telle que le débit
du profil de vitesse incluant la couche limite soit le méme que le débit sans couche limite
pour une paroi “déplacée” de I’épaisseur 0*, voir Fig. 5.4.

On a donc, pour tout ¢ > 9:

¢ ¢
/ udy = (¢ —0") ue = ue / dy —u. 6", (5.69)
0 0

5 = /OC (1 - 5) dy . (5.70)

Comme ¢ > ¢, l'intégrale est clairement rapidement convergente. Pour la couche limite
avec U, constant, on obtient:

% - /0C (1 = 3) % - /On»l (1— f'(n)) dn=1.217, (5.71)

Ue

et donc:

et donc:
o* 1.217 1.721
T (w2)!P T Rel? (5:72)

2v
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u/Ue

Figure 5.4: Concept d'épaisseur de déplacement, 6*, pour une couche
limite.

Finalement, pour les couches limites, on définit aussi 1’épaisseur de quantité de mou-
vement, # (qui s’avérera tres utile dans la formulation intégrale des équations de la couche

limite, voir plus loin):
¢
9:/ £ (1—3) dy . (5.73)
0 ue ue

Pour la couche limite avec u, constant, on obtient:

e (-n) = [T rw -y m=oan. G

0 Ue Ue
et done: 9 0470 0664 5.75)
Ty R |
Pour la couche limite avec u, constant, on a donc:
L) _ Gpmll) (5.76)

L 2

On a en fait obtenu ici la signification “physique” de I’épaisseur de quantité de mouvement
dans le cas avec u, constant. En effet la relation,

_ b)) 0L
Crm(L) = Loulfa 2 7 (5.77)
entraine 1’égalité:
D(L) = pu6(L) . (5.78)



L’épaisseur de quantité de mouvement, 6(L), correspond donc & la force de trainée nor-
malisée, D/(pu.?), exercée par la plaque sur le fluide entre = 0 et z = L. De méme,
pour tout couple (z1,x2), la différence, 6(z3) — 6(x1), correspond a la force de trainée
normalisée exercée par la plaque sur le fluide entre x = x1 et x = 5. Le déficit de quan-
tité de mouvement de la couche limite entre x; et x5 est donc 0(zg) — 0(xy), et ce déficit
correspond & la force exercée par le milieu extérieur (ici, la plaque) sur le systeme (ici le
fluide).

Enfin, il est aussi utile de noter que le cas de la couche limite simple de Blasius est
bien conforme au cas général discuté dans 'introduction. En effet,

5 91/2 91/2 5 91/2 1/2
(T) Re/

et il en va de méme pour toutes les autres épaisseurs:
Sooo(z) 491 <x>1/2 5*(x) 1721 <x>1/2 f(zr)  0.664 (:p>1/2

L _R€1L/2 L L _RelL/Q L L

LR
(5.80)

5.5 Approche intégrale pour le cas général

Pour les couches limites laminaires, il y a peu de solutions exactes, i.e., de solutions de
similitude de la forme u/u. = g(n) avec n = y/8(z) et 8(z) = & (u.(x)z/v)""/*. En fait,
il y a (1) la solution de Blasius développée ci-dessus pour le cas u, uniforme, et (2) la
solution de Falkner-Skan pour le cas u, = C'z® (cfr., le cours Aérodynamique) et dont
la solution de Blasius n’est en fait que le cas particulier « = 0. Comme il n’y a pas de
solution exacte pour les autres cas (que l'on rencontre pourtant dans la réalité), il est
nécessaire de développer une approche simplifiée et qui permette encore d’obtenir des
grandeurs globales telles que 6%, 8, Cy, Cy ..

L’approche intégrale de von Karman constitue une telle approche. Elle peut s’ obtenir,
soit par intégration des équations de la couche limite en y, de la paroi jusqu’a la zone de
raccordement avec ’écoulement irrotationnel extérieur, soit a partir de la conservation de
la masse et de la quantité de mouvement appliquée a un volume de controle différentiel tel
que présenté a la Fig. 5.5. Nous considérons ici la seconde approche car on peut 'aborder
de maniere plus physique et plus simple. Nous considérons le cas général des écoulements
incompressibles ou compressibles.

La conservation de la masse demande que le débit sortant soit égal au débit entrant:

Qcp +@pp —Qap=0. (5.81)

Qun = (/Ocpudy)
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Figure 5.5: Approche intégrale de von Karman: volume de controle
différentiel.

et

(5.83)

T

¢ ¢ d ¢
Qcp = (/ pudy) = (/ pudy> +dx—(/ pudy)
0 r+dx 0 x dw 0

On obtient des lors, pour le débit sortant de la couche limite par sa “frontiere” extérieure:

d ¢
QBDZ—dJCd—(/ pudy)
T 0

La conservation de quantité de mouvement demande que la différence entre le flux
sortant et le flux entrant soit égale a la somme des forces subies par le fluide. On considere
la composante en z de la quantité de mouvement. On doit donc avoir I’égalité:

(5.84)

xT

Mcp + Mpp — Myg = Fap — Fop + Fgp — Fac . (585)

Pour les intégrales de flux, on obtient:

¢
Map = (/ qudy) ) (5.86)
0 X
¢ ¢ 4/ [<
Mcp = (/ qudy> = (/ pu2dy) +dx—(/ qudy) , (5.87)
0 x+dx 0 T dZU 0 T
d ¢
Mpp = u.Qpp = —u.dr — (/ pudy) (5.88)
dlE 0 T
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Pour les forces agissant sur le volume de controle, on obtient:

Fag = (pQ)| (5.89)
d
Fep = (pe¢) :(peé)‘ +dz— (pQ) | (5.90)
z+dx T dx T
dg
FBD = pedc = De dx% 5 (591)
Fac = dxy (5.92)
Finalement, il vient:
d ([ d ([ d d¢
dr — 2d — U dr — d = —dxr— (pe cdr —| —dx T,
xd$</o pu y)x ! xdx(/o P y)x v PO | Fpedr | —drma|
dpe
= —dxcd]; —de,| (5.93)
On a donc établi que, pour tout x:
d ¢ 2 d ¢ dpe
el d - U — du ) — i
iz ([ = v ([ vm) - =
d ‘ ‘ du, _dp.
= —_— e d — d _ w s
iz (v [[ovan) = ([ o) =
(5.94)

résultat que I'on réécrit sous la forme:

d ¢ ¢ du, dp.
a(/o pu (u—u) dy>+(/0 pudy) - = 0y o (5.95)

Dans le cas général (écoulements incompressibles ou compressibles), 1'épaisseur de
déplacement est définie a partir de la relation:

¢
/0 pudy = peue (C =5 | (5.96)

¢
5*:/ (1— p“)dy. (5.97)
0 Pe Ue

L’équation (5.95) devient donc:

qui donne:

d [ [° du \ dpe.
%(/0 pu(u—ue)dy)+peue%(C—é)——g T Tw (5.98)

118



Comme ‘3;8 + pette 2= = 0 en dehors de la couche limite (Euler), les termes en ¢ se

simplifient. Il reste:

¢
%(/0 pu (u—u) dy) —peue%é*:—rw. (5.99)

L’épaisseur de quantité de mouvement est définie, dans le cas général, par:

¢
0:/ pu (1—3) dy . (5.100)
0 peue ue

L’équation intégrale de von Karman est finalement obtenue comme:

d 9 due
5 \Pe We 0 e Ue = w - 5.101
dx (p “ ) e dx B ( )
Le coefficient de frottement étant défini par:
-
Cr=—"— 5.102
! e u,32/2 ) ( )

la forme adimensionnelle de I’équation intégrale de von Karman s’écrit, pour le cas général,
sous la forme:

do 1 d 9 1 du, Cy

I 7 \Pe Ue 0+ — = = )

dr = peue?dr (p “ ) + Ue dx 2
df 1 dpe 1 du, Cy
—+ — 0+ — 20+ 07) = — . 1
dx + pe dx * Ue dx (26 +57) 2 (5.103)

Le rapport H Lef 5+ /6 constitue ce que I'on appelle le facteur de forme de la couche limite.
On écrit donc aussi:

df 1 dpe 1 du, Cy
— — 2+ H)— 0=—. 104
dx (p6 dw+( - )ue dx) 2 (5.104)

Le cas des écoulements incompressibles est obtenu en prenant p. = p constant. On a
alors, plus simplement:

do 1 du
— 4+ ——(20+6) =
d;t:+ue dx (20 +07)

do 1 du,
Z i (94 H)—
dm+( + >ue dx

Cr
2 9
9 = (’;f (5.105)

Dans le cas de la couche limite avec u, constant, I’équation intégrale se réduit sim-
plement a % = %: le taux d’augmentation de 1’épaisseur de quantité de mouvement est
alors directement proportionnel au coefficient de frottement. L’intégration de I’équation
de von Karman donne alors aussi: @ = Cme
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5.6 Couches limites thermiques

Considérons le cas général, en écoulements incompressibles. L’équation de 1’énergie
s’exprime alors en terme d’energie interne, U, avec dU = ¢(T') dT":

P T T gy
0 oT
= 2udjd;; + — (k —) (5.106)
T O oz,
Au sein de la couche limite, celle-ci se réduit a
oU  oU ou\> 9 (, oT
—_— — | = — — k=) . 5.107
(u0x+vf’3y> (ay) +(’91/( 0@/) (5:107)

En toute généralité, u, k et ¢ sont fonctions de la température, T'. Si on multiplie I’équation
de quantité de mouvement,

ou ou d]o6 0 ou
au au 1
p(“@x* ay) ar oy (“ay) ’ (5108)

par u, on obtient:

0 [ u? 0 [(u? dp, 0 ou

Si on additionne cette équation avec celle de I’énergie interne, on obtient I’équation pour

I’énergie interne totale, Uy = U + u?/2:
o, AU, dp. 9 ( Ou ou\* 0 (, 0T
plu—ms—+v——| = —u +u— | pl =] +== |k
Ay dy \ 9y

= —udpe—Fﬁ 2 +£ L
B dr ~ Oy a dy dy dy

L i 0,0 (@) T
N dr ~ Oy u(?y dy

dp., 0 0 [u? k oU
— - iy — ) 5.110
udx+3y(u<3y<2>+ucay)> (5:110)
On se souvient du nombre de Prandtl: Pr = £°. Le coefficient de diffusivité thermique,
a = ﬁc est donc aussi & = £-. Bien que pu, k et ¢ sont tous fonctions de T', le nombre

de Prandtl I'est relativement peu pour les gaz: en effet, ¢ varie peu avec la température,
i et k varient significativement (ils croissent) mais presque en proportion. Par exemple,
a pression atmosphérique, 'air a Pr = 0.71 a 20°C et Pr = 0.69 a 100°C. Par contre,
pour les liquides, le nombre de Prandtl varie rapidement avec la température: en effet,
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¢ varie peu, la viscosité p décroit rapidement et k croit lentement. Par exemple, 1'eau a
Pr =69 a20°C, Pr = 3.5 a50°C et Pr = 2.2 a 80°C. L’approximation consistant a
considérer que Pr n’est pas fonction de T' est donc souvent tres bonne pour les gaz. Elle
I’est beaucoup moins pour les liquides; sauf, bien stir, lorsque les variations de température
pour le probleme considéré sont faibles.

Pour la suite, on considere uniquement les cas avec u, constant, et donc:
8U0 aU[) 0 0 uQ 1 oU
—_— — | == — | = —_— . 5.111
p(uf’?erU@y) 8y(ﬂ(3y(2)+Pr(9y)) (5-111)
5.6.1 Cas Pr =1 et u, constant

Nous examinons ici plus en détail le cas avec u, constant et Pr = 1. L’équation (5.111)

se simplifie alors en:
8U0 8U0 0 aUO
— — ) == (p—=— . 112
p(uaerU@y) 3@/(“%) (5112)

En comparant 1’équation (5.108) pour le cas avec u, = 0 et I’équation (5.112), on constate
que les grandeurs u et U, satisfont la méme équation. Il s’ensuit qu’il doit y avoir une
relation linéaire entre les deux profils:

Up=Au+B. (5.113)

Cette constatation constitue la relation de Crocco en couche limite incompressible. A
noter que, tant que Pr = 1, elle est méme valable pour des fluides a propriétés physiques,
i, k et ¢, non constantes.

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions aux limites. Con-
sidérons d’abord le cas d’une couche limite avec paroi a température constante: T|y:0 =
T,, = constante. On obtient alors que B = U,,. Le raccordement avec 1’écoulement hors
couche limite donne aussi:

Use = Aue.+ B =Au. + U, , (5.114)
et donc: )
- - 2
A=l =Uu) _ (Ue=Uu) +u/2 (5.115)
Ue Ue

La relation de Crocco devient donc, finalement:

U
UO_Uw = (UOe_Uw> u_>
2 2
(U—Uw)+% - ((Ue—Uw)Jr “2 )uﬂ (5.116)
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La signification physique de la constante A est facilement obtenue. FEn effet, par
différentiation de la relation de Crocco, on obtient:

oU ou oT ou ou
a—y+ua—y—ca—y+ua—y—f48_y~ (5.117)

A la paroi, cette relation donne:

oT ou
— =A— 5.118
¢ Oy ly=0 Oy ly=0"’ ( )
et donc, puisque Pr =1,
oT ou
k— = Au—
Oy ly=0 H Oy ly=0"’
—qw = ATy, . (5.119)

La constante A constitue donc le rapport entre le flux de chaleur a la paroi et la contrainte
de cisaillement a la paroi: A = —q, /7,

Dans le cas ou les propriétés physiques du fluide sont constantes, 1’écoulement est
obtenu par la solution de similitude de Blasius, u/u. = f'(n). Puisque, dans ce cas,
dU = cdT, la relation de Crocco devient:

2 2

c(T—Tw)Jr%:(c (T, — T,) + < )3. (5.120)

2/ u,.

En divisant par u.2/2, on obtient

Le profil de température est donc obtenu comme:

c(T-T,) (c(T.—Ty,)
ue?/2 _( ue2/2

; 1) ) — (Fm)? (5.122)

Un autre cas est le cas d'une couche limite sans transfert de chaleur a la paroi (cas
adiabatique): ¢, = 0 et donc A = 0, et donc Uy = constante. L’énergie interne totale est
constante au travers de la couche limite. Ce cas correspond effectivement a une solution
particuliere de 1’équation (5.112). On a donc

2 2

Uu U
U+ —=U., )
+2 +2

U-U, = “; (1 - (ui)j . (5.124)

(5.123)

et donc



Dans le cas avec ¢ constant, cette relation fournit le profil de température:

c (T_Te>

e = L)’ (5.125)

En particulier, la température de paroi est telle que:

c(Ty—T.)

=1. 5.126

5.6.2 Cas Pr général, dissipation négligeable, u. et T,, constants

On considere ici les fluides dont le nombre de Prandtl est différent de I'unité. La relation
de Crocco n’est donc plus satisfaite. Cependant, si on considere les écoulements pour
lesquels le terme de dissipation visqueuse au sein de la couche limite est négligeable par
rapport au terme de conduction de chaleur, on peut encore obtenir des solutions exactes.

L’ordre de grandeur des termes de dissipation visqueuse et de conduction de chaleur
est: ) T T,
u —
— et A S —— 5.127
a < 5 ) 52 (5.127)
avec O0r ’épaisseur caractéristique de la couche limite thermique. Pour que la dissipation
visqueuse soit négligeable par rapport a la conduction de chaleur, il faut donc que:

Ue\ 2 |T€_Tw’
po(=2) < kel (5.128)
(3) <+=3
ou encore:
2 2 2 2 2
14 U or e Ue op or
e () =B (ZZ) —prEe (= 1 5.129
]C|T€—Tw|(6) kc‘Te_Tw|<5> ' C<5) < ’ ( )

avec Ec le nombre de Eckert. On a aussi déja obtenu, par considérations physiques (i.e.,

par comparaison de l'ordre de grandeur des termes de convection et des termes de diffusion

: . w2y —1/2 . .

de la vitesse u), que §(z) varie comme x (—) . De la méme maniere, on propose, par
v

comparaison de 'ordre de grandeur des termes de convection et des termes de diffusion
de la température T', que dr(x) varie comme x (%)_1/ ?. On obtient alors que

5T « 1/2 1
-~ <;) = 575 - (5.130)

La condition adimensionnelle pour que le terme de dissipation visqueuse soit négligeable
par rapport au terme de conduction de chaleur devient alors Ec < 1. (On verra plus loin
que la proposition ci-dessus, et selon laquelle %T o~ % avec a = 1/2 n’est en fait valable
que pour les tres faibles valeurs de Pr; pour les grandes valeurs de Pr, I’exposant est plutot
a = 0.33 — 0.34; pour les valeurs de Pr proches de I'unité, il est plutot a = 0.37 — 0.38.
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La condition correcte est donc Pr'=2% Ec < 1 avec a qui varie en fonction de Pr: on y
reviendra.)

Nous poursuivons avec 1’équation de I'énergie dans le cas avec dissipation visqueuse
négligeable. Elle se réduit alors a:

ou oU 0 oT
Y= L (). 131
p(uaxﬂj@y) 3y(k8y> (5.131)

Dans le cas d’un fluide avec propriétés physiques constantes, cette équation devient:

oT aor k 0°T o*T
TRl R R (5.132)

Ox dy pc 0y*>  Pr 0y?

On considere de nouveau le cas de la couche limite avec température de paroi, T,

constante. On peut alors aussi obtenir le profil de température sous la forme dune

solution de similitude:
T—-T,

T.—T,
En développant les différents termes (a faire en exercice), I’équation de ’énergie se réduit
finalement a ’équation différentielle ordinaire suivante:

o) . (5.133)

©"(n) + Pr f(n)©'(n) =0 (5.134)

avec f(n) une fonction connue (= solution de Blasius). Les conditions aux limites sont
©(0) =0 et lim,_,o, ©(n) = 1. Comme 'EDO ne contient pas de terme en O(n), il s’agit
en fait d'une EDO du premier ordre pour la fonction G(n) = ©'(n):

G'(n)+ Pr f(n)G(n) =0. (5.135)

L’intégration de cette EDO est immédiate:

Gn) = G(0) exp (—Pr NG d<> | (5.136)

On obtient donc, par seconde intégration, que:

o(n) = G(0) /0 " exp (—Pr /0 5 £(0) dg) ¢+ D . (5.137)

Les conditions aux limites déterminent les constantes d’intégration. Le profil de température
est finalement obtenu comme:

Texp (—Pr [ d¢) d
oy p(=Pr 5 F(Q)dC) de 5158

J5~ exp (=Pr [; £(Q)dC) ds
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La figure 5.6 montre les profils de température obtenus pour différentes valeurs de Pr. En
fait, on n’a pas utilisé ici 'intégration numérique de la solution mathématique obtenue
ci-dessus. On a simplementt tout résolu par intégration numérique, en une seule fois:
intégration de ’ODE pour le profil de vitesse et de celle pour le profil de température.
Pour ce faire, on a tout réécrit sous la forme d’un systeme de cinq EDO du premier ordre:

fm) = g,

g = hn),

W) = —fn)hmn),

©'(n) = Gn),

G'(n) = —Prfn)Gn). (5.139)

On a intégré numériquement ce systeme, en utilisant un schéma de Runge-Kutta 4 et en
débutant 'intégration en n = 0, avec f(0) =0, g(0) = f/(0) =0, h(0) = f"(0) = 0.4696
(déja convergé par la “méthode du tir”), ©(0) = 0 et G(0) = ©’(0) deviné pour chaque
valeur de Pr. Pour chaque Pr, on integre en n jusqu’aux grandes valeurs de n/Pr?; on
itere la procédure sur le choix de ©’(0) jusqu’a ce que 1'on obtienne bien que ©(n) — 1
lorsque n/Pr® > 1 (“méthode du tir”).

On vérifie bien que, au plus le nombre de Prandtl est grand, au plus I’épaisseur de la
couche limite thermique, d7, est petite par rapport a I’épaisseur de la couche limite de
vitesse, 9.

Figure 5.6: Profils de température pour les cas avec dissipation
négligeable, u. et T;, constants, et Pr = 0.01, 0.1, 1, 10 et 100..
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Comme les solutions obtenues sont valables pour tout Pr, mais avec dissipation
visqueuse négligeable, on peut aussi réexaminer le cas Pr = 1 et le comparer avec la so-
lution exacte de Crocco (qui, elle, ne néglige pas la dissipation visqueuse). Avec Pr =1,
I'EDO (5.134) se réduit a

©"(n) + f(n)©'(n) =0. (5.140)

En comparant cette EDO avec celle qui a été écrite pour f(n), Eq. (5.57), dont les condi-
tions aux limites sont f/(0) = 0 et lim,;s; f'(n) = 1, on obtient immédiatement la solution:
©(n) = f'(n) (car méme EDO et mémes conditions aux limites). On obtient donc:

T—-T, u

= L) (5.141)

Ce résultat est a comparer avec le résultat exact de Crocco pour Pr = 1, Eq. (5.120).
Cette concordance est logique: en effet, lorsque Fc < 1, on a u.2 < ¢ [T, — T,,| et aussi
u? < ¢ |T —T,|, et la relation de Crocco devient alors essentiellement:

c(T—T,)~c (T, —T,) uﬁ (5.142)

e
ce qui correspond bien au résultat (5.141).

Retournons au cas Pr géneral et dissipation visqueuse négligeable. Le flux de chaleur
a la paroi est aussi obtenu:

oT / 1 _ !
Qo =~k 5|, = 7k (T = Tw) O(0) 55 = —k (Te—Tw)@w)(

Ue

)1/2 . (5.143)

2vx

En terme adimensionnel, on définit le nombre de Nusselt:

Nu =

Qu T , T ©'(0) fucx\Y2 ©'(0)
- =" v () T

Le profil de température donne aussi ©'(0) = G(0). Certaines valeurs numériques sont
reprises dans la Table 5.1.

Rel/? . (5.144)

14

Pour les cas Pr > 0.5, une approximation classique est:

©'(0)
V2

Cette approximation n’est clairement pas bonne pour les cas Pr < 0.5: pour Pr = 0.1,
on a déja une erreur relative de 10%; pour Pr = 0.01, on a une erreur relative de pres de
40%. On note aussi que cette approximation est effectivement adéquate pour les cas avec
Pr > 0.5 mais néanmoins modéré; des que Pr > 10, il vaut encore mieux utiliser:

~ (.332 Pr'/3 — Nu ~ 0.332 Pr'/3 Re'/? . (5.145)

©'(0)

7 = 0.3387 Pr'/3 — Nu ~ 0.3387 Pr'/3 Re/? . (5.146)
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Pr o'0) 0.332 Pr'/3  0.564 Pr'/?  Churchill %o 0.00

V2 01,0.95 97,0.99
0.0001 0.0055878 0.005640 0.005619 0.01408 0.01343
0.001 0.017316 0.01783 0.01751 0.04413 0.04217
0.01 0.051589 0.05640 0.05227 0.1357  0.1303
0.1 0.14003 0.1541 0.1783 0.1397 0.3940 0.3835
1.0 0.33206 0.3320 0.3285 1.000 1.000
10 0.72814 0.7153 0.7247 2.233 2.264
100 1.5718 1.541 1.570 4.832 4.907
1000 3.3871 3.320 3.386 10.41 10.58
10000  7.2974 7.153 7.297 22.44 22.80

Table 5.1: Résultats globaux pour la couche limite thermique a
différents Pr. Les résultats des corrélations sont également four-
nis.

Pour les cas Pr < 0.01 une autre approximation classique est:

e'(0
% ~ 0.564 Pri/? — Nu ~ 0.564 Pr'/? Re'/? = 0.564 Pe'/? (5.147)

avec Pe = Pr Re, le nombre de Peclet.

Enfin, il existe aussi la “corrélation de Churchill et Ozoe” (1973), qui fournit une
bonne approximation pour tous les Pr:

0.3387 Pri/? 12
<1 n (0.0468)2/3) 1/4
Pr

Cette corrélation a bien les bons comportements limites: pour les grands Pr, elle donne
Nu =~ 0.3387 Pr'/3 Re'/?; pour les trés petits Pr, elle donne Nu ~ 0.564 Pr'/? Re'/?.
Néanmoins, pour Pr = 1, elle donne Nu =~ 0.329 Re'/? au lieu de la valeur exacte Nu =
0.332 Rel/2.

Nu ~

(5.148)

Finalement, il convient de mentionner que, au lieu du nombre de Nusselt, on utilise
souvent le nombre de Stanton:

Guw
St = . 5.149
pucc (T, —1T) ( )
Ces nombres sont liés. En effet:
w k N N
St = dwt K © 20 (5.150)

k(T,—T.) pucx ,u_c: PrRe Pe
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Figure 5.7: Exposant a dans la relation 5 = Pr®, obtenu en utilisant
les épaisseurs a 95% (trait épais) ou celles 3 99% (trait mince).

Avec I'approximation classique donnée ci-dessus pour les cas Pr > 0.5, on obtient
donc:
St ~ 0.332 Pr=%3 Re~Y/?% (5.151)

Si on compare ce résultat avec celui obtenu pour le coefficient de frottement, Eq. (5.63),
on obtient:

. C
St~ pr2/3 7f : (5.152)

Cette relation constitue “l’analogie de Reynolds”: pour les couches limites avec u. et
T, constants, dissipation négligeable et Pr > 0.5, le coefficient de transfert de chaleur
exprimé en nombre de Stanton et le coefficient de frottement sont dans un rapport bien
déterminé, et qui ne dépend que du nombre de Prandtl du fluide. Cette analogie s’avere
tres utile en ingénierie. Elle permet, par exemple, de calculer le transfert de quantité de
mouvement a la paroi (i.e., le frottement) a partir d’'une mesure du transfert de chaleur
a la paroi. Elle peut aussi étre utilisée de facon inverse. Bien que l'analogie ne soit
strictement valable qu’en couche limite avec u, constant, on l'utilise aussi souvent, en
ingénierie, comme “approximation” dans le cas de couches limites avec u, non constant
mais variant de fagon modérée.

On note aussi qu’avec la corrélation améliorée pour les cas Pr > 10, 'analogie de
Reynolds devient plutot:

0.3387

t = 0.3387 Pr%/% Re~1/? =
St = 0.3387 Pr=*/° Re 5

) pr2/3 % =~ 1.020 Pr=2/3 % : (5.153)
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Avec 'autre approximation pour les cas Pr < 0.01, on obtient:
St ~ 0.564 Pr=/? Re~'/? | (5.154)
et donc une “analogie de Reynolds a bas nombre de Prandtl”:

0.564 C C
St~ (222 prt2 2L w10 P2 2L 1
<O.332) r 5 70 Pr 5 (5.155)

Finalement, on obtient aussi, pour le cas Pr général, et en utilisant la corrélation de
Churchill et Ozoe:

0.3387 Pr—2/3 1.020 Pr—2/3
St ~ L Re-12 — L0 PT Y (5.156)

1/1 11
<1 i (O.OPZLTGS)2/3) (1 X (0.0P4r68)2/3> 2
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Figure 5.8: Coefficient C' et exposant a dans la relation % =C Pr?,
obtenus en utilisant les épaisseurs a 95% (trait épais) ou celles a 99%
(trait mince).

Enfin, on peut aussi vérifier, a posteriori, la qualité de I’approximation /argumentation
sur les ordres de grandeur, et selon laquelle % ~ Pr'/2. Pour ce faire, on a obtenu, par
intégration numérique précise des EDO couplées (comme expliqué ci-avant), les profils de
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couches limites de vitesse et de température, et ce dans une tres large gamme de valeurs
de Pr: de Pr = 10~* & Pr = 10*. Pour chaque cas de Pr, on a mesuré les épaisseurs J et
o7 et on a calculé 'exposant a dans la relation % = Pr®. En fait, on a méme mesuré deux
épaisseurs: celles définies & 95% et celles définies & 99% (cfr. Table 5.1), et on a obtenu
I'exposant a correspondant a chaque définition. Les résultats sont fournis a la Fig. 5.7.
Ils montrent que:

e La valeur a ~ 0.50 n’est obtenue que pour des Pr vraiment tres petits (besoin de
Pr < 107°; voire méme de Pr < 107°7).

e La valeur a &~ 0.34 est obtenue pour des Pr relativement grands (Pr > 10%).

e La valeur a =~ 0.37 — 0.38 (selon la définition utilisée pour mesurer les épaisseurs)
est obtenue pour des Pr proches de I'unité.

On a ensuite aussi considéré une version améliorée, avec la fonction plus générale
% = C Pr® (avec, bien stir, C = 1 pour Pr = 1). Le fait de rajouter le degré de liberté
C permet de converger plus rapidement l’exposant a: pour les grandes valeurs de Pr et
aussi pour les petites valeurs de Pr. Pour chaque cas de Pr, on a calculé le meilleur
couple (a,C'). Les résultats sont fournis a la Fig. 5.8. Ils montrent que:

e Les valeurs a ~ 0.50 et C' ~ 1.32 — 1.38 (selon la définition utilisée pour les
épaisseurs) sont obtenues pour Pr = 10~%; et manifestement tendent vers a = 0.50
(donc 1/2) et €'~ 1.35 — 1.40 pour Pr < 107°.

e Les valeurs a = 0.333 (donc 1/3) et C' ~ 1.05 sont obtenues pour Pr > 102

e Les valeurs a ~ 0.37—0.38 et C' ~ 1.0 sont obtenues pour des Pr proches de I'unité.

On en conclut donc que le scaling a = 1/2 n’est vraiment atteint que lorsque ’épaisseur
de la couche limite de vitesse est beaucoup plus petite que 1’épaisseur de la couche limite
de température.
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5.7 Couches limites en écoulement compressible

Les équations de la couche limite en écoulement compressible sont facilement obtenues par
extension de 'analyse développée ci-avant. En plus de la loi de constitution p = p RT,
de la conservation de la masse et de la quantité de mouvement,

Dp

Ly odpm = 0, 5.157
r TP (5.157)
DUZ' 8p aTji
= - 1
P Dt or, o, (5.158)

on doit aussi considérer ’équation de I'énergie. Exprimée en enthalpie, H, avec dH =
¢, dT, elle s’écrit:

p%I%—FTﬁdU%—% (k(%) | (5.159)

Au sein de la couche limite, ces équations deviennent:
%(pu)jL%(pv) _ 0, (5.160)
p(u%—l—v?—;) - ‘Z%*a%(“%) , (5.161)
p(uaa—f+v%—§> = “Cfi];f+“<g_z>2+a%(k%) . (5.162)

En toute généralité, les grandeurs p, k et ¢, sont fonctions de la température, 7'. Si on
multiplie 'equation de quantité de mouvement par u, on obtient:

0 [ u? 0 (u? dp. 0 ou

Si on additionne cette équation avec celle de l’enthalpie, on obtient l’équation pour
I'enthalpie totale, Hy = H + u®/2:

OH, OH, o [ Ou ou\? 9 [, oT
(v T) — g ) () v5 (4F)
0 ou 0 oT
- a@(“a—y)%—y(’“a—y)
0 0 [u? oT
a@(“a—y(?)”fa—y)

0 0 [u? 1 OH
_ 9 O (uy, L od 164
8y<u(3y(2)+PT0y))’ (5.164)
nep

avec Pr = =2. A noter que, bien que u, k et ¢, soient fonctions de 7', le nombre de
Prandtl ’est relativement peu pour les gaz. L’approximation, consistant a considérer que
le nombre de Prandtl Pr n’est pas fonction de T', est donc souvent tres bonne.
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5.7.1 Cas Pr =1 et u, constant

Nous examinons plus en détail le cas avec u, constant et Pr = 1. L’équation 5.164 se

simplifie:
8H0 aHo 0 OH, 0
U———F+V—— | =—|p——] . 5.165
G 2 A REAG (5169
Les grandeurs u et Hy satisfont alors la méme équation. Il s’ensuit qu’il doit y avoir une
relation linéaire entre ces deux grandeurs:

Hy=Au+B. (5.166)

Cette relation constitue la relation de Crocco pour les couche limites compressibles. Les
constantes A et B sont déterminées a partir des conditions aux limites.

Dans le cas d'une couche limite avec température de paroi constante, T’ y=0 = T, =
constante, on obtient finalement:
HO_Hw = (HOe_Hw) g’
u(i
u? w2\ u
(H—-Hy,)+ 5 = (H. — Hy,) + 5 ) (5.167)
Ue

Dans le cas d’un fluide calorifiquement parfait (¢, pas fonction de T'), on a dH = ¢, dT’

et donc:
2 2

¢, (T —T,) + % — (cp (T, — T,) + “2 ) uﬁ . (5.168)

Le profil de température est des lors obtenu comme:

S (5;2;2%) _ <%(+;2Tw) n 1) u (E)Q , (5.169)

La constante A constitue donc le rapport entre le flux de chaleur et la contrainte de
cisaillement a la paroi.

Dans la cas d'une couche limite sans transfert de chaleur a la paroi (cas adiabatique:
¢w = 0), I'enthalpie totale est constante:

2 U,EQ

u
H+—=H, . 1
+5 + = (5.170)

Donc, pour un fluide caloriquement parfait, il vient:

o (T-T) _, (2)2 ' (5.171)

ue2/2 Ue

En particulier, la température de paroi est telle que:

& (Tw —T¢)

=1. 5.172
u62/2 ( )
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5.8 Approche intégrale pour le transfert de chaleur

L’approche intégrale de von Karman s’applique aussi au transfert de chaleur. De nouveau,
elle peut s’obtenir, soit par intégration des équations de la couche limite en y, de la
paroi jusqu’a la zone de raccordement avec 1’écoulement Euler extérieur, soit a partir
des conservations de la masse et de I'énergie appliquées a un volume de controle tel que
présenté a la Fig. 5.9 Nous utilisons de nouveau la seconde approche.

A @Bp
Esp D
1 —((r+dx
o — e
Qap —F—> —T>Qcp
EAB ECD
Al Qw C
/x§§§§§§§‘m‘+da€ 74

Figure 5.9: Approche intégrale de von Karman pour le transfert de
chaleur: volume de contrdle différentiel.

La conservation de I’énergie demande que la différence entre le flux sortant et le flux
entrant soit égale a ’apport regu par le fluide:

Ecp + Epp — Eap = Eac - (5.173)

Considérons d’abord le cas des écoulements compressibles. On travaille en enthalpie
totale, Hy:

¢
Eip = (/ puHody> , (5.174)
0

¢
Ecp = (/ puHOdy>
0 x+dx

¢ d ¢
= (/ ,ouHOdy) +dr — (/ puHody) , (5.175)
0 T dz 0 T
d ¢
EBD = HOe QBD = —Hoe dz % (/ pudy) (5176)
0 X
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L’apport regu par le fluide provient de 1’échange de chaleur avec la paroi:
EAC’ =dx qwlgC . (5177)

Finalement, on obtient:

¢ ¢
dxi </ puHOdy) ’ - Hoedaci (/ pudy) ‘ = dr Guls - (5.178)
dz \ J, x dz \ J, x

On a aussi établi que, pour tout x:

d ¢ d ¢
— / puHydy | = Hy,— / pudy | + qu
dz \ J, dz \ J,

d ¢
— —(m d . 5.179
dm(oe/opuy>+q ( )

ou la seconde égalité provient du fait que I'enthalpie Hy, est conservé en dehors de la
couche limite: dHy,/dx = 0. Finalement, il vient:

% (/0ng (Hy — Hy,) dy) = qu - (5.180)

L’épaisseur d’enthalpie totale est définie par (rappel: Hy,, = H,, puisque u, = 0):
¢ Hy—H ¢ Hy. — H,
9H0=/ pu (1 _ 1o © ) gy / pu Oe ) ay
0 pe Ue HOe - Hw 0 pe Ue HOe - Hw
¢
pu ( Hy— Ho,
= dy . (5.181
/0 Pe Ue (Hw_HOe) v )
L’équation intégrale de 1’énergie est donc finalement écrite sous la forme:

d

7p (Peue (Hu = Hoe) On,) = du (5.182)

dont la forme adimensionnelle est:

dby, < 1dp. 1 du, 1 dH,
JE— _.I_ J— -
dx

Qu
0, —
pe dx * U, dx * (H, — Hy,) dx ) Ho pe e (Hy — Hy,)

— St (5.183)

avec la définition classique du nombre de Stanton.

Le cas des écoulements incompressibles est obtenu en prenant p. = p uniforme et en
remplacant, dans I'analyse de bilan ci-avant, I’enthalpie totale par ’énergie interne totale:
Uy = U +u?/2. Si on définit I’épaisseur d’énergie interne totale par la relation:

¢ Uy — U, S Uo — Uy,
eUO = /0' u—e <]. — —er — Uw) dy = /0' u—e <—Uw — U0€> dy y (5184)
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on obtient, comme équation intégrale, I’équation:

d
p% (ue (Uw - UOe) eHo) = quw (5185)

dont la forme adimensionnelle est:

Ay, (1 du, 1 AU, Gu
- O, — _ St 5.186
i <u dr [Ty —To,) da ) U = e (Uw —TUod) (5.186)

De nouveau, le membre de droite est le nombre de Stanton classique.

Vérifions que I'équation intégrale de ’énergie est en accord avec les résultats précédents
dans le cas simple de la couche limite d'un fluide incompressible a grandeurs constantes et
avec u, et T, constants. L’équation intégrale de I’énergie se réduit alors a dfy, /dx = St:
le taux d’augmentation de I'épaisseur d’énergie interne totale est donc directement pro-
portionnel au coefficient de transfert de chaleur. Cette équation est semblable a I’équation
intégrale de quantité de mouvement, df/dx = Cy/2. Jusque-la, ces résultats de 'analyse
par approche intégrale sont valables pour tout Pr.

Considérons maintenant le cas Pr = 1. De par la relation exacte de Crocco, il vient:

Cu Uy —U, Cu U
Oy, = — 1 -=— ) dy = —(1——)dy=6 5.187
Uo /Ou( er—Uw) Y /Ou( u) y=10, (5.187)

et donc Oy, = 0: les épaisseurs de quantité de mouvement et d’énergie sont donc égales.
On obtient finalement:
Cy do  dby,
2 dr  du
et on retrouve le résultat exact développé précédemment: C/2 = St lorsque Pr = 1.

= St (5.188)

Pour le cas Pr # 1, on a 6y, # 6. L’analogie de Reynolds suppose alors d’avoir:

A _ Cr | p2s g _ pp2ss Wuo

- 5.189
dx 2 dr '’ ( )

Oou encore:
6~ Pr2/? 4y, . (5.190)
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Chapitre 6

Convection naturelle

L’étude de la convection le long d'une plaque chaude suspendue verticalement dans I’air
retient ici notre intérét, elle met en jeu la théorie de couche limite pour un écoulement
laminaire permanent. L’élévation de I'air le long des parois d'un radiateur est un exemple
typique de convection naturelle sous l'effet de la poussée d’Archimede, qui s’oppose a la
gravité.

Tout d’abord, nous allons supposer que la pression est globalement hydrostatique en
tout point de la plaque

0

a—Z(I,y) = —pog (6.1)
ou encore

p(x,y) = —pogy (6.2)

Il s’agit d'une hypothese équivalente & ’approximation de Boussinesq (1903), qui re-
vient a ne considérer les variations de densité du fluide que lorsqu’elles multiplient la
gravité, soit dans le terme de la poussée d’Archimede, dans le cas présent. En effet, comme
I’a parfaitement exprimé Boussinesq, la variation de masse volumique est précisément la
cause du phénomene de convection observé. Par la suite, nous verrons qu’il n’est pas
nécessaire d’introduire une telle hypothese et que la pression hydrostatique dans la couche
mince le long de la plaque chaude se déduit directement de I’hypothese que la convection
se fait sur une couche mince le long de la plaque.

Suite a un développement en série de Taylor de p(p,T)p, ! la conservation de la
quantité de mouvement le long de la plaque verticale est donnée par
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(1 =0T~ 1) (a5 +05 ) = @+u(32”+82”)—m(l—ﬁ(T—To))g

—_— Yor v(‘?_y Oy ox?  Oy?
<1 N~
Pog

ov Ov v 0%
Po (U% + Ua_y) = M(% + 3_342) + poB(T" —To)g

ol = —122 egt le coefficient de dilatation thermique du fluide.
p OT

Le champ de pression est donc fixé par un champ de pression hydrostatique.

6.1 Une étape préliminaire : la convection forcée...

Une propriété intéressante de la convection forcée est qu’il est possible de découpler le
probleme de ’écoulement, du probleme thermique. C’est pourquoi nous I'abordons avant
de considérer la convection naturelle.

Alors qu’a une grande distance de la paroi les effets visqueux sont supposés négligeables
(écoulement irrotationnel), & proximité de celle-ci, il n’en est rien. Le mouvement relatif
entre la plaque et le fluide engendre I'existence d’un tourbillon. Les effets visqueux peu-
vent méme étre dominants par rapport aux termes non linéaires d’inertie dans un voisinage
proche de la paroi. On définit ainsi la frontiere de la couche limite de vitesse comme le lieu
géométrique pour lequel les ordres de grandeur des effets d’inertie et des effets visqueux
sont identiques. Négliger les effets visqueux pres de la plaque est incompatible avec le
modele du fluide visqueux qui stipule que le fluide colle a la paroi.

L’épaisseur caractéristique de la couche limite, d'un ordre de grandeur supposé con-
stant dans une zone suffisamment éloignée du bord d’attaque (y = 0) et des turbulences,
est largement inférieure a la longueur verticale caractéristique. Le modele de la couche
limite est ainsi basé sur I'hypothese 6 < Y (Fig. 6.1).

En réalité, I’épaisseur de la couche limite augmente de maniére monotone (et non
linéaire) dans la direction verticale, d’ou I'intérét de ’analyse dans la zone locale. Le frot-
tement visqueux au niveau de la paroi contribue, en effet, au ralentissement de 1’écoulement
du fluide. Il est de plus en plus important au fur et & mesure que la portion de la paroi
longée augmente, la couche limite est ainsi de moins en moins fine.
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zone locale

Figure 6.1: Couche limite et écoulement externe incompressible et
irrotationnel.

Par égalisation des ordres de grandeur des termes d’inertie et visqueux, on montre
que I'hypothese de la couche limite est vérifiée si le nombre de Reynolds Rey, basé sur la
longueur verticale caractéristique, est grand. On impose en effet, en termes d’ordres de
grandeur
V2 % 52 % ) -1/2
Py = !5 Y2 VY Y Y (6:3)

Ce qui signifie que, plus on avance dans la direction verticale, plus le rapport entre
I’épaisseur de la couche limite et la longueur de la plaque diminue. Notons, au passage,
que Rey doit étre suffisamment grand pour que 0/Y soit petit, mais pas trop pour que
I’écoulement ne devienne pas turbulent. Nous trouvons ainsi une valeur pour 1’épaisseur
de la couche limite de vitesse. Cette valeur n’est qu'une approximation (assez bonne)
basée sur les ordres de grandeur. Notons aussi que dans la couche limite, I'un des deux
termes de forces visqueuses de ’équation de conservation de la quantité de mouvement
est négligeable devant 'autre: O(uV/§%) > O(uV/Y?).

Nous pouvons alors, avec I’hypothese de la couche limite, valider I'approximation de
Boussinesq

dp
p(x,y) —po = p(0,y) —po + (v — 5)8— (6.4)
—— T I
O(pV2) —_—
0(p%282) < OW(sw)

139



Suite aux simplifications de I’équation verticale de conservation de la quantité de
mouvement, on observe que la variation de pression en y doit étre d'un ordre de grandeur
identique aux termes d’inertie (pour ne pas étre négligée). Aussi, la variation de pression
horizontale dans la couche limite est négligeable devant la pression hors de la couche limite.

Les équations de Prandtl (1904) sont applicables au sein de la couche limite, avec,
en convection forcée, un gradient de pression vertical nul si 1’écoulement extérieur est
uniforme. A lextérieur de la couche limite en revanche, les équations d’Euler (terme
visqueux négligé) font légion.

Les grandeurs de référence de ces deux modeles, z/6 pour Prandtl et /Y pour Euler
sont, conformément a la théorie de la couche limite, forts différentes. L’introduction d’une
astuce mathématique est nécessaire au raccord des deux modeles, et donc a I'expression
mathématique de ’écoulement au niveau de la couche limite. La variable { est introduite
afin que

5 ¢ 1

C:?:Rea

avec 0 < a < 0.5 , typiquement 0.25 (6.5)

Cette variable est donc d'un ordre de grandeur intermédiaire entre les distances ver-
ticale et horizontale et permet ainsi I’obtention de conditions limites identiques pour les
deux modeles au lieu de raccord de ceux-ci

. xr . T
hm:p/é%oo U(g> y) = hmz/Y%O Ue(?; y) = U€<O, y)

limajs e D(509) = limayyo pel5,9) = pel0,y)

Cela permet de résoudre le probleme de ’écoulement du fluide. La démarche est sim-
ilaire pour le probleme thermique; les effets conductifs sont négligeables devant les effets
convectifs loin de la paroi alors qu’ils faut en tenir compte dans son voisinage immédiat.
On définit la couche limite thermique dr comme le lieu géométrique ou la conduction
(diffusion de 1'énergie) et la convection (transport de ’énergie) possedent un ordre de
grandeur identique. Remarquons que le terme de dissipations visqueuses ne joue aucun
role dans la présente analyse dimensionnelle.

Par un raisonnement semblable & celui effectué antérieurement, mais sur la base de
I’équation de la conservation de I’énergie cette fois, on trouve, apres égalisation des ordres
de grandeur des termes de transport et de diffusion de I’énergie,

) )
L = (PrRey) /2 et donc L (6.6)
Y )

On comprend alors aisément la raison pour laquelle I'huile est privilégiée comme lubri-

fiant pour de nombreuses applications. Le nombre de Prandtl de I’huile étant relativement

140



élevé (> 1), I’épaisseur de la couche limite thermique est faible, permettant uniquement
a une petite fraction de I'huile, dont la viscosité diminue avec la température, de chauffer.

6.2 Nombre de Grashof

Revenons au probleme de convection forcée. Nous n’imposons cette fois plus le déplacement
du fluide, mais bien une force de volume, la gravité. Cet apport naturel se traduit, con-
formément & 'hypothese (vérifiée) de Boussinesq, en un gradient de pression —dp/dy =
Bg(T—Tp). On ne dispose des lors plus de la vitesse caractéristique V, auparavant imposée.

Deux approches différentes permettent d’obtenir 'ordre de grandeur de cette vitesse
verticale. La premiere consiste a dire que la flottabilité (poussée d’Archimede) est com-
pensée par la friction. On se place dans la couche limite (§ petit), ou le terme des
frottements visqueux est non négligeable contrairement au terme d’inertie, conséquence
de 'approche suivie.

ov ov 0%

P = BT —Ty) + v .
o +U@y Byl 0)+V8x2 (6.7)
—_————

<V/52
2
v o— —59AVT5T (6.8)

L’épaisseur de la couche limite thermique est obtenue par égalisation des termes de
conduction et de convection présents dans I’équation de 1’énergie :

or a vo 12 14 14
y Vvy — (5gAT Y(S%) = (G () (6:9)

6 —1/4 1/4
o = @Y (6.10)

ou Gr représente le nombre de Grashof (1822-1893), qui caractérise une convection libre,
ce parametre est identique pour deux convections libres dynamiquement identiques. Ce
nombre est définit comme le produit des forces d’inertie par la force d’Archimede, divisé
par le carré des forces visqueuses

BAT gL?
— T

Gr (6.11)

Dans une seconde approche, on considere que la flottabilité est compensée par I'inertie
du fluide. Cela revient a dire que 'action de la flottabilité s’exerce dans une zone ou
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le terme visqueux est négligeable (hors couche limite, § théoriquement, pour 'analyse
dimensionnelle, treés grand). On obtient

ov Ov 0%
<V?2)Yy

V = /BgATY (6.13)

Définie ainsi, la vitesse caractéristique n’est pas du méme ordre de grandeur que celui
obtenu auparavant. L’épaisseur de la couche limite thermique est, elle aussi, différente

o 2 1/4
°or = ( g7 ) = (G (6.14)

Y VY

LIS 615

Figure 6.2: Couches limites de vitesse et thermique en convection
forcée. (a) la flottabilité est compensée par la friction (Pr > 1): la
couche de vitesse est plus épaisse (b) la flottabilité est compensée par
I'inertie (Pr < 1): couche thermique plus épaisse..
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Remarquons que dans ce deuxieme cas, nous avons 1’égalité /Gry = Rey. De plus,
dans les deux cas, le rapport des deux couches limites est donné par /6 = Pr=/2. Ce
qui signifie que la couche limite de vitesse est plus épaisse que la couche limite thermique
lorsque Pr > 1, et inversement si le Pr < 1 (Fig. 6.2).

6.3 Une solution approchée pour le probleme de la
convection naturelle

En raison du couplage des problemes thermique et de I’écoulement, nous allons tenter de
construire une solution approchée pour la couche limite. Il n’est pas tout a fait exact de
travailler avec des profils dr et § semblables, mais cela simplifie grandement la solution et
c’est acceptable si on suppose que le nombre de Prandtl n’est pas trop différent de 1'unité.

On recherche une solution telle que les conditions sommaires suivantes soient respectées

Ov 0%

v(0,y)=0  v(dy)=0 %(5, y)=0 u@(O,y) = —pPy(T, — Ty) (6.16)

T(0,y) = TuT(6y) = T oL (5.) =0 (617)

Sur base d’une intuition purement phénoménologique, nous allons -par exemple- pro-
poser les profils suivants.

o(z,y) = woly) 5;’; ) (1 - 5(9; )) (6.18)

T(x,y) —Ty, T ’
ol (1 _ _) (6.19)

Ces deux équations traduisent de maniere simple la décroissance monotone et non
linéaire du champ de température et la décroissance, elle aussi monotone, précédée par
une forte croissance, & proximité de la paroi, du champs de vitesse (Fig 2.33).

Ces expressions sont toutes deux fonctions de wvy(y), la vitesse maximale et de d,
I’épaisseur de la couche limite (thermique ou de vitesse). A l'aide des formes présumées des
champs de vitesse et de température et suite a I'intégration des équations de conservation,
nous allons obtenir des équations que doivent satisfaire vy et 9.
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X
Figure 6.3: Couches limites thermique et de vitesse pour la construc-
tion de la solution approchée.
) 1) § 92
ov ov 0°v
u— +v—dr = T(x,y) —Ty)dx + v —dx 2.294
St Sae = pg [ (T - T+ [ 55 (2.204)

L’intégration par partie du terme de gauche donne :

59 59 5 5 52
[uv]y — 0 vﬁ—zdwr/o va—zdxzﬁg/o (T(x,y)—To)d:c+u/O a—x?;dx (2.295)

oll on a tiré profit de I'incompressibilité : 2% = —2v
ox oy

On utilise ensuite la condition de raccord (2.290c) pour le terme de droite et on obtient :

d d
dy Jo

ov

)
Vay)ds =By [ (T(ay) - Todo - v (2.296)
0 =0

Identiquement, pour I’équation de conservation de l'énergie avec, en plus, u(0,y) =
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u(y, d) = 0, nécessaire dans ce cas

5 a2
0T
— —d = —d 2.2
/u +v T =« N x (2.297)
°9*T
[wT]} T dx—i— U—dx—oz wdx (2.298)
0
L[ )T g)de = —aL (2.299)
— [ wv(x r,y)dr = —a—— .
dy 0 7y ’y al’

Si 'on substitue les expressions 2.292 et 2.293 de v(x,y) et T'(x,y), on obtient deux
équations différentielles ordinaires du premier ordre.

1 di(v (y)a(y)) _ BgAT oy) | w(y)

105 3 ()
(2.300)
1 d 2a
- 5 - =
w0 () =22
Equations satisfaites pour des champs vg(y) et d(y) de la forme
voly) =V y™
y)=D y" (2.301)
avec m=1/2 et n=1/4:
_ Bg AT D |72
- 2D 2 2m+n—1 _ n __ ,m—n
105V (2m+n)y 3 v sy
(2.302)
L VD(m+n) y™ml = 2o
30 Y ~ DY

Les valeurs de V et D peuvent alors étre retrouvées, pour obtenir 1’expression finale
de I’épaisseur de la couche limite

or(y) ~1/2 ~1/4 (20 v
y =3,936(Pr) "7 (Gr(y)) <ﬁ—|—Pr) (2.303)
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Notons, au passage, que cette solution possede un ordre de grandeur tout a fait
raisonnable vis-a-vis de l'estimation que nous en avions faite précédemment (2.284). On
vérifie en effet que

(2 1/4
o (3, 936(Pr) " (% + Pr) ) = O(Pr1/4) pour Pr> 1 (2.304)
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Chapitre 7

Ecoulements turbulents

7.1 Transition vers la turbulence

La plupart des écoulements laminaires deviennent instables a partir d’une certaine valeur
du parametre adimensionnel qui les caractérise.

Par exemple, la couche limite laminaire avec vitesse externe, u., constante devient
instable a certaines pertubations de faible amplitude a partir d’un certaine valeur (dite
“critique”) du nombre de Reynolds local, Resg = u, 6* /v ~ 400. On se rappelle aussi la
relation entre Res« et le nombre de Reynolds global, Re,:

66* e (&
Rese = 2% — 1791 % ,/“Vx = 1.721\/Re, <= Re, =0.338(Res.)?. (7.1)

14 14

La distance x le long de la plaque a partir de laquelle la couche limite devient instable
correspond donc a Re, ~ 54,000. L’instabilité apparait comme une onde qui se propage
en x et qui grandit exponentiellement en z: ce sont les ondes de “Tollmien-Schlichting”
(ou ondes T-S) car ce sont Tollmien (1923) et Schlichting (1933) qui les ont étudiées en
premier.

Si on considere plutot un écoulement de Poiseuille en canal (écoulement laminaire et
établi entre deux plaques séparées par une distance d), on obtient, par analyse linéaire
de stabilité, qu’il devient instable a partir de Rey = u,, d/v > 7,690. Au nombre de
Reynolds critique, le nombre d’onde, k = 27/X, du mode T-S instable est kd = 2.04; la
longueur d’onde correspondante est donc grande en comparaison avec la distance entre
les plaques: A = 3.08d.

On peut aussi considérer 'instabilité fondamentale des écoulements cisaillés a grand
nombre de Reynolds, appellée I'instabilité de Kelvin-Helmholtz (K-H). C’est I'instabilité
d’une couche séparant deux écoulements a vitesse relative différente, avec saut de vitesse
AU. On peut également appliquer 'analyse linéaire de stabilité. Par exemple, si on
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prend un modele de profil de vitesse de la forme tanh(y/J), on obtient, dans le cas non-
visqueux, que tous les modes dans la plage 0 < ko < 1 sont instables. Le mode le
plus instable (i.e., celui avec taux de croissance maximum) correspond a kd = 0.44; sa
longueur d’onde est donc grande comparée a 1’épaisseur caractéristique de la couche de
cisaillement: A = 14.39. Si on inclut la contribution de la viscosité dans 'analyse de
stabilité, on obtient alors que la contribution visqueuse est “stabilisante”: la plage des
modes instables se réduit a mesure que le nombre de Reynolds, AU ¢/v, diminue. La
valeur k6 du mode le plus instable varie aussi en fonction du nombre de Reynolds, et son
taux de croissance diminue. En dessous d’un certain nombre de Reynolds, tous les modes
sont stables.

La stabilité linéaire des écoulements permet de déterminer le début de l'instabilité
d’un écoulement: elle ne permet pas de déterminer le développement subséquent de
I’écoulement vers un écoulement “turbulent”. Apres 'amplification, initiallement expo-
nentielle, des petites perturbations, I’écoulement passe par une séquence fort complexe
de changements. Le résultat final est un écoulement instationnaire, désordonné et persis-
tant appelé “turbulence”. La transition vers la turbulence est un sujet fort complexe qui
dépasse largement ce cours et qui fait encore 1'objet de recherches intensives.

7.2 Caractéristiques générales de la turbulence

La turbulence peut étre caractérisée par les points suivants:

o Fluctuations temporelles et spatiales de grande amplitude de toutes les grandeurs
physiques (composantes de vitesse, pression, etc.).

o Structures tourbillonnaires de tailles caractéristiques fort différentes, imbriqués les
uns dans les autres, et interagissant entre eux. La taille des tourbillons constitue un
spectre continu: cela va de grands tourbillons, d'une taille comparable a la grandeur
caractéristique globale de I’écoulement (e.g. 1’épaisseur de la couche limite), a des
petits tourbillons, de taille correspondant a la “longueur de Kolmogorov”, n =
(v /E)l/ * (ot € est le taux de dissipation de 'énergie cinétique de la turbulence), et
qui dissipent 1’énergie mécanique en chaleur, par effets visqueux. Il n’existe donc pas
de tourbillons beaucoup plus petits que 7. Par exemple, en “simulation numérique
directe” d’écoulements turbulents (i.e., des simulations ot on capture correctement
toutes les échelles, de la plus grande a la plus petite), on doit typiquement utiliser
un maillage numérique de taille h &~ n (on peut utiliser h ~ 21 dans le cas des
méthodes de tres grande précision, telles les “méthodes spectrales™).

e Chaque grandeur physique a un spectre d’énergie (i.e., spectre du carré de la fluc-
tuation) qui est continu et qui tend vers zéro aux grands nombres d’ondes (i.e., aux
plus petites échelles spatiales).
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e Persistance de la turbulence. Une fois amorcé, un écoulement turbulent a tendance
a se maintenir: il continue a produire des tourbillons pour remplacer ceux dis-
sipés. C’est particulierement vrai pour les écoulements turbulents avec paroi et pour
les couches de cisaillement. Cette persistance n’est en rien reliée aux mécanismes
d’instabilité des ondes T-S en écoulement laminaire.

e Mélange: le mélange en écoulement turbulent est beaucoup plus efficace que le
mélange en écoulement laminaire (i.e., par diffusion moléculaire). Les tourbillons
turbulents 3-D sont d’excellents promoteurs de mélange: ils causent donc des trans-
ferts rapides et efficaces de masse, de quantité de mouvement et d’énergie entres
les différentes zones de 1’écoulement turbulent. En conséquence, les transferts de
chaleur et de masse sont aussi grandement augmentés par la turbulence, ce qui,
bien str, a des implications et utilisations majeures en ingénierie. Finalement, le
fluide d’une zone laminaire de 1’écoulement est aussi entrainé efficacement par la
zone turbulente (e.g., entrainement du fluide en dehors de la couche limite turbu-
lente par celle-ci; entralnement du fluide en dehors de la couche de cisaillement
turbulente par celle-ci).

7.3 Approche statistique de Reynolds

Pour la suite, nous considérons 'approche statistique de Reynolds pour la compréhension
et modélisation des effets moyens de la turbulence. Considérons une grandeur physique
¢(x,y, z,t) en écoulement turbulent completement développé (e.g., une composante de
vitesse, la pression, etc). Plagons nous en un point fixe de 'espace: (x,y, z) fixé. “Mesurons”
la grandeur, ¢, en ce point. Le signal de mesure sera alors une fonction du temps, ¢(t),
avec des fluctuations rapides et de large amplitude, dues a la turbulence, voir Fig. 7.1.

X3
E
(4]
=3
Q
a
[72]
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Time, s

Figure 7.1: Mesures, au fil chaud, d'une composante de vitesse en
un point d'un écoulement turbulent (figure tirée de F. M. White,
Viscous Fluid Flow, second ed., MacGraw-Hill).

On suppose que la méthode de mesure est de qualité. On peut, bien str, faire la
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moyenne temporelle du signal sur un temps, 7', beaucoup plus long que le temps car-
actéristique, T, des fluctuations turbulentes significatives. Comme les fluctuations tur-
bulentes n’ont pas un seul temps caractéristique mais plutot un spectre continu, on pren-
dra, pour 7%, le temps caractéristique correspondant aux fluctuations turbulentes les plus
lentes. On utilisera alors, pour définir la moyenne:

g 1 [OFT/

o= —/ p(t)ydt T >Ty. (7.2)
T Jiy-1)2

Pour des écoulements “statistiquement stationnaires”, cette procédure fournira la méme

valeur de ¢ quel que soit le temps t, utilisé: c’est pour cela que nous avons écrit ¢ et

non ¢(ty). Strictement parlant, il faudrait un temps 7 infini pour définir exactement la

moyenne, i.e.:

to T/2
3% lim — / i o(t)dt . (7.3)
t

T—o0 T O_T/2
Dans la pratique, il est clair que 7" > T suffit amplement (par exemple 7" de l'ordre de
500 & 1000 fois 7).

On définit aussi la fluctuation, ¢’, de toute grandeur physique comme la différence
entre sa valeur instantanée et sa valeur moyenne:

def - def —
P =6-09 = ¢p=0+¢" . (7.4)
Finalement, on définit la variance par:
— de 1 to-‘rT/Z
¢2d:ff/ (@) dt T>Ty, (7.5)
to—T/2

et I’écart-type moyen par sa racine:

s N (7.6)

On définit aussi la covariance de deux fonctions ¢ et 1):

dof 1 t0+T/2
oY= —/ S (t)ydt T >Ty, (7.7)
T tofT/Q
Les regles suivantes découlent alors des définitions:
¢ =0,
G-
oY = 99,
g =0,
o+Yv = o+,
oY = oY +PY. (7.8)
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L’avantage de la définition Eq. (7.2) est qu’elle permet aussi de considérer des écoulements
turbulents dont la “moyenne temporelle” dépend lentement du temp: des écoulements qui
ne sont pas “statistiquement stationnaires”. Plus spécifiquement, soit un écoulement tur-
bulent avec des fluctuations turbulentes de temps caractéristique T et des variations
beaucoup plus lentes, de temps caractéristique T,. On suppose aussi que ces échelles de
temps sont tres différentes: Ty < T,. Si on utilise alors, comme temps de moyenne,
Ty <T < T,, on pourra alors définir, comme valeur moyenne,

_ def 1 t+T/2
o(t) = T/ - o(r)ydr  T,>T > Ty, (7.9)
t_

moyenne qui varie lentement dans le temps, avec un temps caractéristique 7,. Ce con-
cept sera aussi utilisé dans la suite, lorsque nous présenterons les équations utilisées en
turbulence.

7.4 Equations moyennées de Reynolds

Un écoulement turbulent d’un fluide visqueux newtonien satisfait, bien str, les équations
de Navier-Stokes. Pour la suite, on considére uniquement (aussi pour simplifier) le cas
des écoulements incompressibles. Les équations de conservation sont alors, en notation
indicielle:

(%j
— =0 7.10
D?)i 3p aTij
= — 7.11
DU DT 9q;
T = = p— 7.12
P Dt pe Dt aZL’j ’ ( )

avec, pour le tenseur des contraintes visqueuses:
Tij = 2udw s (713)

et donc, pour la fonction de dissipation,

d d:ef Tij dij =2 [de dij . (714)
Pour le flux de chaleur, on a:
oT
= —k—. 7.15
qJ al,j ( )

Pour toute grandeur physique ¢, on peut aussi écrire, du fait de I'incompressibilité,

Doas00 06 26 0 .
Dt ot Yar, ot og (903) - (7.16)
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Appliquons alors 'opérateur de moyenne temporelle aux équations de conservation.
Clairement, les opérateurs de moyenne et de dérivation spatiale commutent:

9 _ 99

(7.17)

Pour des écoulements avec moyenne variant lentement dans le temps, on suppose que les
opérateurs de moyenne et de dérivation temporelle commutent aussi:

% _ 0

5 = o (7.18)

On obtient alors les équations de conservation pour la moyenne des grandeurs physiques:

v,
-7 = 1
o, 0, (7.19)
A B — op 07
p {8t + 3 (vivj+vivj)} = —5. &; , (7.20)
J ? J
or 0 ,— — —  0g;
pc |:8t + axj ( Vj + Uj):| (9333' s (7 )
avec
S = 7;dy =2pdydy = 2p (didi; + didyy) (7.23)
_ oT
7, = _ka_% , (7.24)

L’écoulement moyen est donc, lui aussi, incompressible. Si on définit la “dérivée matérielle
moyenne” (i.e., celle en se déplacant a la vitesse moyenne) par:

Dbatd6 _ 99 06 0
Dt ot T Oor; Ot t O, (67)) . (7.25)

on obtient que I’équation de quantité de mouvement se réduit a:

Do, 0 ,
_ i 2
Dt = aw T aw, 9 Tu) (7.26)

avec un tenseur de contraintes effectives additionnelles dues a la turbulence:

—¢ def

— pUjvj . (7.27)

C’est le “tenseur de Reynolds”. L’équation de quantité de mouvement pour ’écoulement
moyen est donc une équation classique, mais avec un terme additionnel de contraintes
dues a la turbulence. La trace du tenseur de Reynolds est liée a 1’énergie cinétique des

152



fluctuations de turbulence, k, (ou, de maniere équivalente, a la vitesse caractéristique des
fluctuations de turbulence, §):

Ed:ef%d:ef% - —(;—’;k — ol =—2pk. (7.28)
On a donc toujours:
—t L, —t 2 o def
Tij = 3Kk 0ij = 03 + 3 Pk oy =Ty (7.29)
Pour I’équation de I’énergie, on obtient:
Pcﬁzé—ﬁ—%(qj—l-qj) ) (7.30)

avec un flux de chaleur effectif additionnel di a la turbulence:

—¢ def
q; =

pcT' v} . (7.31)

L’équation de température pour I’écoulement moyen est donc aussi une équation classique,
mais avec un terme additionnel de flux de chaleur du a la turbulence, et avec la complexité
additionnelle que la dissipation effective est la somme de deux termes:

© =2 dijdy; + 2pdlydy; . (7.32)

On peut aussi montrer (ce n’est pas fait ici) que le deuxieme terme correspond au taux
de dissipation de ’énergie cinétique de turbulence, multiplié par la masse volumique: il
est noté pe.

Les contraintes additionnelles et le flux de chaleur additionnel, ainsi que la dissipation,
dis a la turbulence sont des termes qu’il faut modéliser. C’est la le grand probleme de
la “fermeture des équations” en turbulence. Les modeles les plus simples consistent en
une fermeture de type “viscosité effective de turbulence”: ce sont ceux la que nous allons
considérer.

7.5 Modeles de fermeture de type “viscosité effective
de turbulence”

Ces modeles utilisent, par analogie avec le modele du fluide visqueux newtonien, une
fermeture faisant appel a une viscosité effective de turbulence, p; (ou, ce qui revient
au méme, v, = p;/p). La partie déviatoire du tenseur des contraintes de Reynolds est
alors modélisé comme simplement proportionnel au tenseur des taux de déformation de
I’écoulement moyen, le coefficient de proportionnalité étant la viscosité effective due a la
turbulence:

—¢ mod =

Tij =2 Mt dz‘j . (733)
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Il s’agit donc d'un modele isotrope simple, proposé par analogie avec le modele newtonien
pour la contrainte due a la viscosité moléculaire:

La contrainte effective totale est alors écrite comme:
2 _
Gij+ 0y =— (Z_9+ 3P k’) 0ij + 2 (1 + pe) dij (7.35)

le terme % pk constituant un terme de pression effective additionnelle & p.

Le flux de chaleur effectif du a la turbulence, @;; est aussi modélisé simplement, en le
prenant proportionnel au gradient de température de ’écoulement moyen, le coefficient
de proportionnalité étant la conductibilité thermique effective due a la turbulence, k;:

oT
—t m
ol g . 7.36
5 t g axj ( )
La conductibilité thermique effective, k;, est elle-méme liée a la viscosité dynamique ef-
fective, p; par un “nombre de Prandtl turbulent” effectif:

pr e _ (7.37)

Les modeles que nous allons considérer dans la suite s’attachent a modéliser le champ
wy (variation dans l'espace et, éventuellement, dans le temps) et supposent que Pr; est
une constante (de l'ordre de I'unité: on trouve, dans la littérature, des valeurs de Pr; de
0.6 & 1.0). II en découle que le champ de k; est totalement déterminé par le champ de p;:

v, k v,
k?t m_od Mt =pc _t — oy = t mod t

7.38
Prt Pr, pc Prt ( )

Avec ces modeles de fermeture simple, les équations de conservation moyennées devi-
ennent:

o,

a5 7.39

Oz, ’ (7.39)
= - Py — .. .4

DT 1 - — a v v 8T

Dt T o Bdudy e 5] - 41

Dt Is ( UV aijQi; + 6) + al’j <(P’f’ + P’[“t) 8$]> (7 )

avec la notation classique pour la pression redu1te P = p/p. Clairement, on peut ausi
définir une pressmn effective de calcul”, P = P + 2k et se contenter de résoudre pour
la grandeur P’ sans se soucier de la décomposer.
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On peut aussi montrer (ce n’est pas fait ici) que le taux de production de ’énergie
cinétique de turbulence est égal a %?ﬁj 3@-. Dans certains cas simplifiés, on fait ’hypothese
que la turbulence est “essentiellement a 1’équilibre”; ce taux de production est alors ap-
proximativement égal au taux de dissipation €. On obtient alors:

On obtient alors, plus simplement, pour I’équation de conservation de la température:

DT 1 - 0 v v\ 0T
— ~Z9 i+ —— — | — ), 7.43
c (v + 1) di J+8xj ((Pr+Prt> 8xj) ( )

équation que l'on peut résoudre en parallele avec celles qui déterminent le champ de
vitesse, ;.

Les cas ou la turbulence n’est pas a cet équilibre ne permettent pas cette simplifica-
tion: ils sont plus complexes et requicrent de déterminer k et € (ce qui est fait en utilisant
des équations de conservation modeles additionnelles, comme dans le “modele k — €”).
Cela n’est pas présenté ici.

Finalement, on note aussi que pour des fluides a propriétés physiques constantes (p,
k et ¢ constants), ou pour des écoulements avec des variations de températures telles
qu’on peut négliger la variation des propriétés du fluide, le probleme de la dynamique des
fluides (représenté par les équations de conservation de la quantité de mouvement) est
encore completement découplé du probleme de la thermique des fluides (représenté par
I’équation de conservation de la température): on peut donc s’attaquer a le résoudre sans
se préoccuper de résoudre, en parallele, le probleme thermique. L’inverse n’est bien str
pas vrai: la thermique des fluides dépend toujours de la dynamique des fluides.

Reste, bien sur, le probleme épineux de la modélisation de la viscosité effective de
turbulence, u; = pry! Clest celui la que nous allons examiner dans ce qui suit, pour des
écoulements simples et avec de la turbulence a 1’équilibre.
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7.6 Ecoulements turbulents en conduite ou en canal

Le cas des écoulements turbulents et établis en conduite ou en canal est certainement
fondamental en ingénierie: perte de charge en conduite, transfert de chaleur.

On se souvient de la théorie cinétique des gaz: elle permet de déterminer la viscosité
moléculaire d'un gaz a partir du libre parcours moyen des molécules, A, et de la vitesse
thermique d’agitation des molécules, vgperm (pour rappel, la vitesse du son, ¢, est aussi
liée a cette vitesse). Le résultat est v = C Vgperm A avec C' une constante. Le modele de
fermeture pour v; doit se baser sur ’analyse dimensionnelle et étre calculable en termes

de grandeurs moyennes. Nous considérons ici 'approche proposée par von Karman (1930)
et Prandtl (1933).

7.6.1 (Généralités pour les écoulements turbulents établis en con-
duite ou en canal

Considérons tout d’abord un écoulement turbulent établi en conduite de section circulaire
de diametre D = 2 R, voir Fig. 7.2. La distance a la paroi est notée y. On s’intéresse au
profil de vitesse moyen, u(y), avec 0 < y < R. Le profil est symétrique par rapport au
centre de la conduite, donc pas besoin de dépasser la valeur y = R pour ’analyse. On a,
bien stir, que y = R—r et donc r = R—y. La seule contrainte de cisaillement additionnelle
due & la turbulence est 74, (y) = —pw'v'(y) que nous noterons plus simplement 7(y): elle
est responsable de I’échange de quantité de mouvement moyen entre les couches successives
de I’écoulement turbulent.

Avant méme de s'intéresser au modele de fermeture pour 7(y), considérons, plus
simplement, le bilan de quantité de mouvement sur un volume de controle différentiel de
longueur dx et de rayon r = R — y, voir Fig. 7.2. L’écoulement étant établi, le flux de
quantité de mouvement entrant en x est le méme que le flux de quantité de mouvement
sortant en x + dx. Il faut donc que la somme des forces qui s’exercent sur le volume
de controle soit nulle. La pression effective en x est uniforme dans toute la section (car
un écoulement établi ne peut supporter de gradient de pression transversal). La pression
effective en x + dz est aussi uniforme. La différence est p(z + dx) — p(z) = %(x) dx.
L’écoulement étant établi, le gradient de pression effective est constant: % est le méme
pour tous les x. D’ailleurs, lors d’expériences, on le détermine en mesurant la différence
de pression effective sur une distance L = x9 — x1:

L et IV Y (7.44)
dx (xg —x1) L

La contribution en x des forces de pression agissant sur le volume de controle est donc
égale a —% dx 7™ (R — y)g. La contrainte de cisaillement totale (moleculaire + turbu-
lent), 7(y) + 7'(y), agit sur la surface 27 (R —vy) dzr. La résultante en x est donc
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Figure 7.2: Ecoulement établi en conduite de section circulaire: vol-
ume de contrdle utilisé pour effectuer le bilan de quantité de mouve-
ment.

—(T(y) +7(y)) 27 (R—y) dx. Le bilan de quantité de mouvement donne donc fi-
nalement:

05
— (7(y) + 7)) 27 (R—y) dv—""dew (R—y)* =0, (7.45)
T
ce qui, en simplifiant, donne:
_ _ dp
2 (T(y) +7'(y) = ~r (R—vy) . (7.46)

Cette équation est fondamentale. Encore plus fondamentale est I’équation obtenue pour
un volume de controle englobant tout le fluide: ce cas correspond a r = R et donc a y = 0.
La contrainte de cisaillement effective est alors la contrainte effective totale a la paroi, 7,
(i.e., celle qui détermine les pertes de charges):

dp
2Ty =—""R. 7.47
T o (7.47)
En divisant les deux résultats ci-dessus, on obtient aussi que:
W) +7(Y) =T (1 — }%) . (7.48)

Le profil de la contrainte moyenne totale (moléculaire + turbulent) est donc une ligne
droite avec maximum a la paroi et zéro au centre de la conduite: aussi un résultat fonda-
mental, voir Fig. 7.3.

En passant, on fait aussi le lien entre le coefficient de frottement pariétal, Cy, et le
coefficient de perte de charges, A. On se souvient d’abord de leur définition:

o 4T 7.49
f Pﬂm2/2 > ( )
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et

20 def A\ — .
dz L 2 D (7.50)
avec U, la vitesse de débit. On obtient donc que:
dp Ap _ 2 _ 4
_— = _— = Tw —_— = T’LU —_
dz L R D
PURE  Tw 4 pUp> 4

(7.51)

et donc que A = 4 Cy pour un écoulement en conduite de section circulaire.

Le méme type d’analyse que ci-dessus peut étre fait pour un écoulement turbulent
établi entre deux plaques planes séparées par une distance d = 2 h: le cas d’un écoulement
turbulent en canal. La distance a la paroi est, comme dans ’analyse présente, notée .
On s’intéresse de nouveau au profil de vitesse moyen, u(y), avec 0 < y < h. Le profil
étant symétrique par rapport au milieu du canal, on se limite a 0 < y < h. On obtient
alors, par bilan sur un volume de controle (exercice):

dp

W+ = —— (h-y), (7.52)
_ dp
Tw = —— h, (7.53)
et done
) +7 ) =7 (1-7) - (7.54)

Dong, le profil de la contrainte moyenne totale (moléculaire + turbulente) est aussi une
droite dans le cas du canal plan. Pour la relation entre A et C}, on obtient par contre
(exercice) que A = 2.

Conclusion: que ce soit en conduite ou en canal, on a obtenu que le profil de contrainte
totale (moléculaire + turbulente) est droite. En divisant par p, on écrit aussi

due —— du du Ty Y
—uv =v— — = (1 -= .
v i W' =v a0 vy a0 ( R> (7.55)
pour la conduite et
du —— du du Ty Y
ol =4, — = —(1== 7.56
de u'v l/dy—i-l/tdy 0 ( h> ( )

pour le canal.

Si on considere, par exemple, des écoulements turbulents avec parois “hydrauliquement
lisses” (un autre concept a préciser plus tard) et que I'on mesure le profil de —u/v’, on
obtient des résultats tels que ceux présentés a la Fig. 7.3. Le complément entre —u’ v’ et
la relation linéaire est nécessairement di a la contrainte moleculaire, v 3—3 On constate
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Figure 7.3: Mesures du profil de vitesse, EE et de ses fluctuations

en écoulement turbulent en canal: composantes Vu' v/, Vol et
7t/p = —u'v'; la vitesse au centre est . = 100 cm/s et est notée
U (figure d'aprés Reichart, 1938); figure tirée de H. Schlichting,
Boundary-Layer Theory, sizth ed., MacGraw-Hill).

que leffet de la viscosité moléculaire n’est dominant que dans une toute petite région
proche de la paroi (zone I, appelée sous-couche laminaire dans la suite). Il est dominé
par leffet de la viscosité effective de turbulence dans la partie completement turbulente
de 'écoulement (zone III dans la suite). Il y a, bien sur, une zone de transition ou 7 et
7! sont du méme ordre de grandeur (zone II dans la suite). Ces concepts seront précisés
et quantifiés dans la suite.

Finalement, on notera qu’on peut toujours, que ce soit en conduite ou en canal, claire-
ment définir le profil de viscosité effective de turbulence:

(7.57)

On peut donc aussi 'obtenir a partir des mesures expérimentales des profils de u et de
—u/'v’'. A noter aussi que la viscosité effective de turbulence n’est pas nulle au centre de
la conduite ou du canal: le numérateur et le dénominateur s’annulent mais leur rapport
reste fini.
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7.6.2 Modélisation de la viscosité effective de turbulence pour
la zone proche de la paroi

Jusqu’a présent, nous n’avons toujours pas proposé de modele pour p; = p 4.

Par analogie avec la théorie cinétique des gaz, la viscosité cinématique de turbulence

peut étre prise comme:
v lq (7.58)

avec | une “longueur de mélange caractéristique de la turbulence” et g une “vitesse car-
actéristique de la turbulence. On se souvient aussi de la définition liée a 1’énergie cinétique
de la turbulence: Gdﬁf \/ﬁ; donc, si on a k, on peut l'utiliser comme ingrédient pour
modéliser v;:

o IVE. (7.59)

Considérons d’abord 'approche proposée par von Karman et Prandtl dans les années
1930, et pour la zone turbulente proche de la paroi. Elle consiste a aussi modéliser g en
utilisant le gradient de vitesse moyenne et, de nouveau, la longueur de mélange [, soit:

du
qocl— . 7.60
Tl (7.60)
On obtient alors: _
v o 12 du (7.61)
t dy . .
dﬂ . . —_ o . \ . —
A noter que rits 0 partout: on aura donc bien g positif. Le modele ci-dessus pour §

n’est cependant clairement pas valable dans la zone proche du centre de la conduite ou du
canal: en effet, le gradient de vitesse y est faible, et méme s’annule au centre, alors que
I’énergie cinétique de la turbulence & (et donc la vitesse de turbulence, g) y est clairement
significative, et non-nulle! Ce modele ne pourra donc pas étre utilisé dans cette zone.

Poursuivons donc néanmoins avec ce modele, mais en se limitant a la zone turbulente
proche de la paroi. A ce stade, on peut aussi fixer les choses et écrire, apres von Karman
et Prandtl, que

mod ;9 du
= 17—,
dy
toute constante étant absorbée dans la définition de la longueur de mélange, [, qui est
encore a déterminer/modéliser.

(7.62)

Von Karman (1930) a proposé le modele:

mod dU d*u
Z:%d—z <—d—£> . (7.63)

avec K une constante (appelée depuis la “constante de von Karman”) déterminée a partir
) . 27 . .
des résultats expérimentaux. A noter que 373 < 0 partout, d’ou le signe — pour assurer
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une longueur positive. Ce modele produit, pour la partie de la zone turbulente qui est
proche de la paroi (appelée zone I1I-a dans la suite) un profil de vitesse qui correspond
bien aux mesures expérimentales. Prandtl (1933) a ensuite indiqué que ce profil est aussi
obtenu en prenant simplement que la longueur de mélange est proportionnelle a la distance
a la paroi:

1"y (7.64)

Autrement dit: dans la zone turbulente proche de la paroi, les deux modeles sont équivalents
(comme on va le voir ci-dessous).

7.6.3 Profil universel de vitesse pour la zone proche de la paroi:
conduite ou canal avec paroi hydrauliquement lisse

Considérons d’abord le cas des écoulements en conduite ou en canal, et avec paroi lisse
(plus précisemment, avec paroi “hydrauliquement lisse”: un concept a préciser plus tard).

25
Slight ““wake” L
71'. *
Linear / e
ot — & sublayer:
U = = -
Ur 20 ut = y+ /
/
/
II
15— !
/ P
Logarithmic overlap: ///,/
//f’ \ Spalding’s law of the wall:
10 \,/’ / {k =04, 8=55)
- /
/, /
Data of Lindgren (1965):
5 Y Upe §= 6,100
v = 10,000
o =27,000
e =49,000
0 1 1
1 10 100 _ 1,000
+ _ Yur
y ==

Figure 7.4: Profil universel de vitesse, ﬂ@ en conduite lisse, exprimé
T

en coordonnée interne, y* = %: théorie et résultats expérimentaux
(figure d'apres les résultats de Lindgren (1965); figure tirée de F. M.
White, Viscous Fluid Flow, second ed., MacGraw-Hill).

L’équation (EDO) pour le profil de vitesse est (pour un canal, simplement remplacer
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R par h):
1, du Ty Y
- - U _Tw (y —> . 7.65
p(TJFT) V) =% < R (7.65)
On constate que le terme 7,,/p a les dimensions du carré d’une vitesse. On définit alors

la “vitesse de frottement” par:
def Tw
Ur =4 — . (7.66)
p

(v + 1) Z—ﬂ — 7,2 (1 - 2) . (7.67)

On écrit donc:

4

On consideére d’abord la “zone proche de la paroi”: c’est la zone avec 0 < % < 0.15
(la borne supérieure étant approximative). Elle comprend les zones I, II et I1I-a discutées
ci-apres.

La zone I est la zone a dominance laminaire: celle toute proche de la paroi. On y a
T >> 7 et £ tres petit, et donc 'EDO qui détermine le profil de vitesse est

du 2

vV— =1, 7.68
0 (7.68)
Le profil, obtenu par intégration, est donc linéaire:
Tw
a=2Tv (7.69)
vop
Ce profil s’écrit aussi sous la forme “universelle”:
wo yur Yy
- = =2 7.70
U, v l, ( )
avec [, défﬂ%. Le profil de vitesse est donc naturellement normalisé par la vitesse de

frottement (i.e., par la contrainte de paroi réduite, ?7“’) Il en va de méme de la coordonnée
y: elle est normalisée sous la forme d’'un nombre de Reynolds faisant intervenir la vitesse
de frottement et la viscosité cinématique): on dira que y est ici normalisé en terme de
coordonnée adimensionnelle “interne” (i.e., proche de la paroi). On définit d’ailleurs les
notations:

o
n

-+ de

_ u +defyu7 )
u = —

, yrEIT =2 (7.71)

U, v l,

Dans la zone I, 'EDO qui détermine le profil universel de vitesse peut donc aussi s’écrire
+ .
comme ZZ_* = 1 et sa solution est

at =yt (7.72)

La “fin” de la zone I se situe en y™ ~ 5.

La zone II est la zone avec T et 7© du méme ordre de grandeur. C’est une zone de
transition entre la zone laminaire (zone I) et la zone turbulente (zone III). On y reviendra
plus tard.
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La zone III est la zone & dominance turbulente, et donc avec 7 << 7¢. Elle s’étend
jusqu’au centre de la conduite. On y a donc:
du (

Vi — = Ur

y
0 1-—>. (7.73)

R

La zone III est divisée en deux sous-zones: la zone Ill-a qui est la partie proche de la
paroi et la zone III-b qui est le reste.

Le “début” de la zone Ill-a se situe en y* ~ 70 — 90 (i.e., en terme de coordonnée

adimensionnelle interne car proche de la paroi). Elle s’étend jusque 77d§f % ~0.15 (i.e., en
terme de coordonnée adimensionnelle externe 7 car devant faire intervenir la dimension
globale du probleme, R).

Considérons la solution obtenue en utilisant le modele de viscosité de turbulence basé
sur la longueur de mélange, de von Karman et Prandtl. Ils ont aussi considéré que, dans
la zone Ill-a, % est négligeable par rapport a I'unité, et donc que:

du

Vy d_y = ﬂTZ . (774)
On obtient alors:
du\ 2
l2 bl — —7_2
(dy> b

du
l— = u,, 7.75
o= (7.75)

Considérons d’abord 'approche de Prandtl (1933). On continue alors avec Eq. (7.64)
comme modele pour [, ce qui donne:

du
RY—— = Ur,
v, 4 ()
K = = 1,
vod(4r)
du*
+ _
et donc, par intégration,
1
ut == logy™ +C . (7.77)
K

C’est le célebre “profil logarithmique” de vitesse: il est universel en ce sens que tous les
résultats expérimentaux sur les écoulements turbulents en conduite ou en canal (aussi en
couche limite, voir plus loin) et a grand nombre de Reynolds montrent une zone proche
de la paroi avec un profil de vitesse logarithmique: voir, par exemple, Fig. 7.4.
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Considérons ensuite 'approche de von Karman (1930). On vérifie que le profil log-
arithmique, Eq. (7.77), donne bien que Eq. (7.63) produit [ = ky. Les modeles de von
Karman et de Prandtl sont donc bien équivalents en zone IlI-a.

Les coefficients x et C' varient quelque peu. Les valeurs en conduite calibrées sur les
anciens résultats expérimentaux de Nikuradse donnent: x ~ 0.40 et C' ~ 5.5: voir Fig. 7.4.

Il y a une variabilité significative dans la valeur de la “constante de von Karman”, x, et
donc aussi dans le C', et il y a eu beaucoup d’investigations et de discussions sur ce sujet.
Le débat est encore en cours, avec de nombreuses publications récentes et basées sur des
analyses approfondies de résultats expérimentaux (aussi a tres grand nombre de Reynolds)
et numériques. Les travaux récents donnent des valeurs plus basses, avec k ~ 0.38 — 0.39
et C' ~4.1—4.2 (e.g., Monty (2005) en conduite avec x ~ 0.384 et en canal avec k ~ 0.389,
Lee and Moser (2015) avec une simulation en canal & Re, = h™ = 5200 et qui produit
une zone logarithmique bien mesurable, avec k ~ 0.384).

Conclusion: Dans la région proche de la paroi (zones I, II et I1I-a), le profil de vitesse
est exprimable en coordonnée “interne”, ut = f (y*): ¢’est ce qu'on appelle la “loi de la
paroi” (en anglais: “law of the wall”).

A ce stade, il est aussi important de remarquer que l'approche avec longueur de
mélange n’est vraiment pas nécessaire! On peut tout aussi bien (voire méme mieux!)
modéliser directement la viscosité de turbulence, sans passer par le concept de longueur
de mélange. La zone logarithmique (zone I1I-a) correspond simplement a ’hypothese que
la viscosité de turbulence grandit linéairement avec la distance a la paroi:

Vi =KYTU, . (7.78)

Si on introduit ce modele dans 'EDO pour la zone III-a, on obtient bien le profil loga-
rithmique.

On peut alors aussi poser la question de savoir si il existe aussi une “bonne” formule
du profil de vitesse qui soit valable pour toute la région interne (zones I, IT et I1I-a)? Il y
a la formule de Spalding, qui est une formule “ad hoc”, et qui exprime y* en fonction de
u" au lieu d’exprimer u" en fonction de y™:

)2 —1\3
yt=u" +exp(—kO) (exp(mﬂ*) — (1 + Kkut + (m; ) + (/w6 ) )) (7.79)
Elle donne @t = y* en zone I et " = 1 log(y") + C en zone IIl-a, ce qui est bien

conforme au modele de base. Elle ne constitue cependant pas une bonne approximation
du profil de vitesse observé.

Une autre formule est celle de Reichardt; qui, elle, constitue une meilleure approxima-
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tion du profil de vitesse:

ﬂ*:llo (1—|—H +)—|—78 1 —exp —£ —EGXP —£ (7.80)
. 08 y ' 1) 11 3))° '

Elle donne @* =y " en zone I et ™ = < log (1 4+ Ky ™) + 7.8 en zone Il-a, ce qui est bien
conforme au modele de base; en effet:

1 1 1 1
uat = = log <(— + y*) /-e) +7.8 =~ log (— + y*) +5.5 (7.81)
K K K K

lorsque k = 0.40; ce qui est bien le modele de base (avec I'ancienne valeur de k) car le
terme % = 2.5 est négligeable devant y* en zone I1l-a.

Enfin, I'analyse de résultats de simulations numériques directes (DNS, Direct Nu-
merical Simulations) récentes d’écoulements turbulents en canal et & grand nombre de
Reynolds montre qu'il ne faut en fait méme pas négliger = # par rapport a I'unité dans

: def ——
la zone turbulente proche de la paroi! En effet, les mesures de v, = —u/ v’ / ‘jl—g montrent
que, dans la zone logarithmique, on a:

ve = Kyu- (1 —n) (7.82)

et non 1y = Kyu,! On obtient donc que le terme (1 — 7) apparait a gauche et a droite
dans I'EDO .
U

v, — =0, (1—-1n), (7.83)

et donc il se simplifie! On obtient donc bien le profil logarithmique et ce sans faire

I'approximation que 0.15 est négligeable devant 'unité (ce qui n’est clairement pas le

cas). Le profil logarithmique en zone III-a est donc “robuste”: la viscosité effective de

turbulence est simplement telle que le profil de vitesse y est logarithmique. La loi de la

paroi, " = f(y"), pour toute la zone proche de la paroi, est donc, elle aussi, robuste.

Le méme argument est valable en conduite, donc avec n = £.

Des résultats de DNS d’écoulements turbulents en canal sont présentés en Fig. 7.5, et
ce pour des nombre de Reynolds de plus en plus grand: voir Table 7.1 pour les valeurs de
Re, =h' = h% et de Rey = d%. (Note: les résultats du cas récent a ht = 5200 seront
rajoutés dans une version revue des notes de cours. Ils seront montrés au cours, et sont
disponibles sur internet.)

. . —u'v’ du/d , JIREEN
Les profils de contrainte effective de turbulence, =7 = “ E“é Y sont présentés a la
T T

Fig. 7.6 en variable globale, 7, et le zoom en variable de paroi, y*, est présenté a la
Fig. 7.7. On voit bien que le maximum se déplace vers la paroi a mesure que le nombre
de Reynolds augmente. On note aussi, en passant, que le cas expérimental de la Fig. 7.3
est un cas a nombre de Reynolds relativement modeste: il compare bien avec le cas de
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h+ Red
180 | 5600
395 | 13800
290 | 22000
950 | 37500
2000 | 87200

Table 7.1: Nombres de Reynolds correspondants aux profils montrés
pour les DNS en canal de Moser et al 3 ht = 180, 395 et 590 (1999),
et de Hoyas, del Alamo et Jimenez 3 h™ = 550 (2003, non utilisés
ici)), 950 (2004) et 2000 (2006).

la DNS & ht = 590. En fait, méme le cas de la DNS a At = 2000 n’est pas encore a
suffisamment grand nombre de Reynolds que pour avoir une petite zone logarithmique
clairement mesurable (par contre, le cas de la DNS a A = 5200 'est). Quand au cas
de la DNS a h™ = 180, il s’agit clairement d’un cas d’écoulement turbulent & tres faible
nombre de Reynolds.

/ /
Pour information complémentaire, les profils des fluctuations de turbulence, “zms  “zms

Ur Ur

et w%—m sont présentés aux Figs. 7.8 et 7.9, et les profils de I’énergie cinétique de turbu-
lence, ﬂ—kz, aux Figs. 7.10 et 7.11. Nous ne les commenterons pas ici, sauf de souligner
que la turbulence est effectivement tres anisotrope dans la zone proche de la paroi et est
presque isotrope (mais néanmoins pas tout a fait) dans la zone proche du centre du canal.
Finalement, on présente aussi, a la Fig. 7.12; les profil de vitesse, ﬂi, qui ne sont pas

universels: on obtient effectivement un profil différent pour chaque nombre de Reynolds.

Finalement, et en ce qui concerne le début du profil strictement logarithmique: on
peut montrer que ce début n’est pas universel (comme le proposent souvent les livres,
avec les valeurs y™ = 70 — 90 utilisées ci-avant) et que cela dépend en fait de h*. En effet,
on peut montrer (Wei et al. 2005) que les effets de la viscosité moléculaire, v, se font sentir
jusque yt ~ 2.64/h*. On observe aussi que, bien que monotone croissant, le profil de
vitesse ut = f (y1) exhibe un léger “overshoot” (i.e., avec des valeurs un peu au dessus de
celles du profil logarithmique) avant de devenir purement logarithmique. Selon Marusic
et al. (2013) la zone purement logarithmique n’est atteinte que lorsque y* ~ 3 VIt et
c’est méme plutot y+ ~ 4v/ht selon notre analyse des résultats de la DNS récente a
h* = 5200. On pourrait donc considérer que la zone purement logarithmique correspond
a lintervalle 4 vVh* < yt < 0.15h%.
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Figure 7.5: Canal turbulent avec paroi hydrauliquement lisse: profil
universel de vitesse, % en fonction de y™; résultats de simulation
numérique directe (DNS) a h*t = 180, 395, 590, 950 et 2000. Figure
produite 3 partir de résultats obtenus par Moser et al 3 h™ = 180,
395 et 590 (1999), et par Hoyas, del Alamo et Jimenez & ht = 950

(2004) et 2000 (2006).
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Figure 7.6: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =
180, 590, 950 et 2000: profils de contrainte effective de turbulence,

—w du/d : . .. vdu/d

Ly = %éy (solid) et de contrainte moléculaire, %/Qy (dash)
T T T

en fonction de n = 7.

167



_uv
T2
0 20 40 60 80 100
yt
Figure 7.7: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =
180, 590, 950 et 2000: profils de contrainte effective de turbulence,
—ﬂ“’g' = ”t?édy, en fonction de y* et dans la région proche de la
paroi.
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Figure 7.8: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =
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180, 590, 950 et 2000: profils des fluctuations de turbulence, u%—:"s
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Figure 7.9: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =
/
180, 590, 950 et 2000: profils des fluctuations de turbulence, %
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Figure 7.10: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =

180, 590, 950 et 2000: profils de I'énergie cinétique de turbulence,

%, en fonction de 7.
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Figure 7.11: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse 3 h™ =
180, 590, 950 et 2000: profils de I'énergie cinétique de turbulence,

k_ en fonction de y et dans la région proche de la paroi.
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Figure 7.12: DNS de canal avec paroi hydrauliquement lisse a ht =
L en fonction de 7.

180, 395, 590, 950 et 2000: profils de vitesse,
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7.6.4 Profil universel de déficit de vitesse pour toute la zone
turbulente

Considérons ensuite le profil universel de déficit de vitesse, qui est valable pour toute la
zone turbulente (zone III), et qui est exprimé en terme de variable “externe” (i.e., globale):

def y

R — —
S () -ro

avec U, la vitesse au centre de la conduite. C’est la “loi du déficit de vitesse” (en anglais:
“defect law”). A noter que ce profil est aussi valable dans la zone III-a: il est valable pour

(7.84)

toute la zone turbulente.
La zone IIl-a avec profil logarithmique est en fait la zone qui est a la fois interne et
externe: c¢’est une “zone de recouvrement” (en anglais: “overlap zone”). Dans cette zone,

on a donc les deux expressions:
e . (7.85)

Mentionons aussi que le fait qu’on a un profil logarithmique en zone IIl-a est quelque
chose qu’on peut méme démontrer sans modele: simplement via le fait que ¢’est une zone
de recouvrement, donc avec les deux expressions ci-dessus. Cette démonstration (non
faite ici) est le célebre “argument de Millikan”, et qui surpasse tous les modeles.

On note aussi, en passant, que le terme == est li¢ au coefficient de pertes de charge.
m

En effet: ,
u Tw C A
“ T ! _ (7.86)

Pour un écoulement turbulent en canal, on aura aussi le profil universel de vitesse
exprimé en variable interne pour les zones I, IT et III-a, et le profil universel de déficit de

vitesse exprimé en variable externe pour les zones III-a et III-b:

Ue— U _ Y\ _
= <h> = F(n). (7.87)
Le terme g—; est alors
U2 Tw Cr A

Um, P U,

La fonction F'(n) en canal n’est cependant pas la méme que celle en conduite.

Sur base des résultats expérimentaux de Nikuradse, von Karman a aussi proposé une
loi approximative pour le profil de déficit de vitesse, valable pour la partie de la zone ITI-b
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qui est proche du centre de la conduite. C’est la “loi du milieu” (ou “loi du centre”) de

von Karman (en anglais: “law of the middle” ou “law of the center”):
=% 7201 —9p)?. (7.89)
Ur

On vérifie facilement que cela correspond effectivement au profil obtenu proche du centre
avec une viscosité effective de turbulence uniforme et égale a % = 1/14.4 ~ 0.070.

Enfin, il y a également le modele composite de profil universel de vitesse de type
“Coles” (voir aussi plus loin, la partie sur les couches limites turbulentes). Ici appliqué

aux conduites, le profil en zone turbulente s’écrit alors
Yus .., <7r y>
Cl+—2 —a= 7.90
” ) + } + —2sin” (ap ), (7.90)

=fly")+Gn) = E log (

u
Uy
avec k ~ 0.40, C' ~ 5.5, TT ~ 0.20 et o ~ 1.35 comme (anciennes) valeurs calibrées en
conduite. Evalué au centre de la conduite, cela donne
U, 1 Ru, IT_ .
te [— log ( - > + C’} + — 2sin? (z oz) (7.91)
K v K 2

Ur

On obtient bien alors, par simple différence, et car
R

105 (£) — Iog (_) ~1og (L)

a a R

quel que soit a, un profil de déficit de vitesse exprimé uniquement en variable externe:
U, —u 1 II s T
o2 =2 fsin? (Za) —sin? (S an)| = F(n) . 7.93
- ogn + —2[sin” (5 a) —sin® (5 an (n) (7.93)

(7.92)

T

C’est effectivement un “relativement bon modele” pour le profil de déficit de vitesse pour
toute la zone I11. Pour la partie proche paroi (zone I1I-a), il produit la partie logarithmique

du profil de déficit de vitesse:
(7.94)

uc_— Yu 95 logn +0.73 .

A noter que la fonction sin? (T s) n’a rien de magique: c¢’est simplement une fonction

commode en forme de “S” (avec valeur nulle et pente nulle en s = 0, valeur unitaire et
pente nulle en s = 1). D’autres auteurs utilisent d’ailleurs plutot la fonction 3s* — 2s® qui

a les mémes propriétés.
En canal (donc avec n = y/h), le profil composite de type Coles aura la méme forme

que ci-dessus, mais la valeur de II sera différente de celle en conduite; et aussi celle de a.
La valeur de II obtenue en canal est de fait plus petite que celle obtenue en conduite.
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7.6.5 Profil de vitesse simplifié en exposant pour toute la zone
turbulente

Bien que I'approche qui suit n’est pas fondée sur une base solide, elle a son histoire et son
utilité: nous nous devons donc de la présenter brievement. Nikuradse a d’abord réduit ses
résultats expérimentaux en utilisant, pour la zone turbulente (zone III) un simple “fit”
en loi de puissance (i.e., en exposant) de la forme, voir Fig. 7.13:

— 1
U Y\ n 1
_-:(-) — . (7.95)
Ue R
10
0.9 A/'VA
u . //
W 7/
07 /
// © Re = 40x703
06 o =23x10*
°©  =11x10°
e =17x10°¢
05 e =20x10%
o =32
04
03
02
o1
o
0 02 04 06 0.8 10
Y
R

Figure 7.13: Conduites lisses: profils de vitesse, ﬁlc en fonction de
% pour différentes valeurs du nombre de Reynolds, Rep: théorie
avec loi en exposant et résultats expérimentaux (figure d'aprés Niku-
radse (1932); figure tirée de H. Schlichting, Boundary-Layer The-
ory, sizth ed., MacGraw-Hill).

Ce profil a quelques “problemes”:

1. la pente du profil en 7 = 0 est infinie. Ce n’est pas un probleme car on l'utilise
uniquement dans la zone turbulente (zone III).

2. la pente du profil en n = 1 n’est pas nulle: elle vaut 1/n. Ce n’est pas trop grave
car n est grand.
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3. le parametre n n’est pas universel: il varie en fonction de Rep.

Au vu des sections précédentes, il est clair qu’il est difficile d’accepter le “fit” de

Nikuradse. Méme si on 'accepte, le moins que 'on puisse dire est que le parametre n
ne peut pas étre universel: il doit dépendre du coefficient de perte de charge, A = 4CY,
ou, ce qui revient aussi au meme en conduites hydrauliquement lisses, du nombre de

Um D

Reynolds global, Rep = == (rappel: pour les écoulements turbulents en conduites
lisses, A = A (Rep)). Nikuradse a en effet déterminé les valeurs de n en fonction de Rep,
voir Fig. 7.14. La plage de variation de n est de 6 a 10. Pour les écoulements turbulent
“typiques” (i.e., avec Rep ~ 10°), on retient la valeur n ~ 7.

R=4-10° 2,3 104 1,1-10° 1,1-108 2,0 - 108 3,2 108
10 A BA AT ] f¢ -
" b 7 7 / /
= 6.0 1) 70 18 0 0
MOy 6 i lw, (@ (G
‘ ’ Fi | ;7 /
]
117 7 i i 7
02 / / / !’ f ’
¥ J / P
k 4 4 ¢ 4
a 04 08 0 04 08 0 04 08 g 04 08 g 04 08 0 04 08
Y
L3

Figure 7.14: Profils de vitesse en exposant: détermination de n en
fonction de Rep sur base de résultats expérimentaux en conduite
hydrauliquement lisse (figure d'aprés Nikuradse (1932); figure tirée
de H. Schlichting, Boundary-Layer Theory, sizth ed., MacGraw-
Hill).

Débit et flux de quantité de mouvement

Bien que le profil a ses problemes, il demeure intégrable et produit des résultats utiles.
Considérons d’abord la vitesse moyenne (vitesse de débit) associée a ce type de profil:

__ JudA
Uy, = A
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avec A = m R2?. Utilisant dA = r df dr, on obtient:

2 R R—r % 1 L
/ﬂdA:ﬂc/ d9/ <—) rdr:ﬂc27rR2/ (1 —s)"sds
0

= —uC2A/ Un(q dn_uC2A/ 77n_f,7n+1) dn
1 n?
— w2A — 7,24 , 7.97
“ <%+1 ;+2> T ) @n D (7.97)
et donc:
U, 2n?

T, (n+1)(2n+1)’ (7.98)

ce qui donne 0.817 lorsque n = 7. Pour le flux de quantité de mouvement, on obtient:
/aQ dA =2 s a2 A— D@t Dk
(n+2)(2n+2) 4n2(n+ 2)

ce qui donne 1.0207%,,% A lorsque n = 7.

U A (7.99)

A noter que le profil simplifié en exposant mene aussi a:

Ue—U E(l— i):(n+1)(2n+1)ﬂ_m(1_ %)
Ur Ur g 2n? Ur g

_ (n+ 1; ;2271 +1) \/§ (1 _ n%) _ (7.100)

La comparaison avec le profil universel, =% = F'(%), nous montre qu’il y a un clairement
7'

une relation entre n et v/A. On Pobtient en comparant leurs intégrales. Si on integre le
profil simplifié, on obtient

U — U — Uy, [T 8 (3n+1)
A— A=———-1)A=/-—77A. 101
/ U, d Ur U, (um ) \/; 2n? (7.101)

Si on integre le profil universel composite de Coles, on obtient

/ ”"u_ dA ~ 4.06 A . (7.102)

La comparaison donne alors la relation

531 1
SOl (14 ) ~4.06. 1
\/:271( +3n> 00 (7.103)

Comme % < 1 (puisque n > 6), cette relation se simplifie encore. On obtient, finalement,
_L05 1.0
\/_ \/_

On a donc obtenu, pour les écoulements turbulent en conduite, une relation tres simple,
et tres utile, et qui propose que n ~ 1/ VA. Ce donne donc aussi, comme modele simplifié
de profil:

(7.104)

~ VA (7.105)

&l =l
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Loi empirique de Blasius pour les pertes de charges en conduite hydraulique-
ment lisse

La loi empirique de Blasius (1913) pour les pertes de charges des écoulements turbulents
en conduites lisses est:

1
A~ 0.3164 Rep~'/* | Nola 1.778 Rep'/® | (7.106)

pour 510% < Rep < 510%. Cette loi est consistante avec le profil en exposant. En effet,
il en découle que

_ N2 1/4
T U v
AN=4Cr =4 v =8 (=L ~ (0.3164 7.107
d pﬂm2/2 (ﬂm) (ﬂmD) ’ ( )
et donc que
7\ 74 Ly V4
—— ~ (0.03326 . 7.108
(&) (7) 108
On obtient alors la relation
7 Ra, \ /"
= ~17.00 < T) . (7.109)
Uy v

On voit deja apparaitre 'exposant 1/n avec n = 7. Comme on a que 4, = 0.8177,
lorsque n = 7, on peut aussi écrire:

_ NSV
e ~ 856 (R“T) . (7.110)

Uy v

La formule de Blasius équivaut en fait a une relation en puissance entre u./u, et RT =
R, /v. On peut la comparer avec ce que I'on obtient si on applique le formalisme universel
avec la forme composite de Coles
u. 1 .
— =—logR"+C+0.73. (7.111)
Ur K
Par exemple, & Rep = 510%, la formule empirique de Blasius pour les pertes de charge
donne \ ~ 0.0212. En utilisant alors

R+ _ RUT _ RUm k _ R€D \/é, (7112>

v [T 2

on déduit que Rt ~ 1286. La formule Eq. (7.110) donne alors u./u, ~ 23.8 et celle de
Coles donne @, /@, ~ 24.1: les résultats sont donc fort proches; ¢’est cohérent puisque que
nous sommes dans la zone de validité de la formule de Blasius: Rep = 510%.

A noter qu’il existe aussi une autre formule empirique, valable pour 510* < Rep < 10°:

1
A~ 0.184 Rep /% Vot 2.33 Rep'/10 . (7.113)
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7.6.6 Formule générale de Prandtl pour les pertes de charge en
conduite hydrauliquement lisse

Retournons au profil universel de vitesse pour les écoulements turbulents en conduites
lisses. Si on integre le profil universel logarithmique (zone III-a),

o _
L _ 2 log (y“> e (7.114)
U, K

v
dans toute la section, on obtiendra une formule pour les pertes de charge. C’est ce qu’a fait
Prandtl en 1935. L’erreur que I’on commet est faible car les zones I et II sont fort proches
de la paroi et donc ne participent pas beaucoup a l'intégrale de débit. La contribution de
la composante additionnelle de Coles en zone I11I-b ne sera pas completement négligeable et
peut aussi étre prise en compte. Rappelons que son amplitude est assez faible (II = 0.20).

De toute fagon, la formulation de Coles n’était pas connue en 1935. Intégrons donc
simplement le profil logarithmique sur toute la section, comme 'avait fait Prandtl:

R R o
T R*u, = 271/ ﬂ(r)rdr:%rm/ [1 log (M)+C] rdr
0 o Lk v
R Ru r r r
_ 2 il T _ — —_
= 2k “T/O [m 10g< > (1 R))JFC} R (R)
1
= 27TR2HT/ F log <Ru (1—8))4-0} sds
o LK v
1 __
= 27TR2HT/ {(l log (Ru7>+0>+llog(1—s)] sds
0 K v K
_ 1 1
= 2nR’7u, Kl log (Ru7>+0)/ sds+1/ log(l—s)sds} :
K v 0 K Jo

(7.115)

Les deux intégrales valent respectivement % et fol logn (1—n)dn = —%. On obtient donc:

_ 1 _ 1 _
I (= log il +C —i:—log 1, - c—2) (7.116)
U K v 2k K v 2K
Cette expression se traduit en une formule pour les pertes de charge:
1 Rep \/X 3
| A _ 2
Pl ( 2 8) * (C 2,-@)
3
= \/g log (ReD \/_) +7 (C’—— (§+log (2\@))) . (7.117)
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Avec les valeurs utilisées par Prandtl (k = 0.40 et C' = 5.5), on obtient:

1
. — 0.8839 log (ReD \/X) —0.9129

VA
— 2,085 logyy (Rep V) — 0.9129

2.81 1
= —2.035 log (— —) . 7.118
10 ReD \/X ( )
Un meilleur “fit” des résultats expérimentaux sur les pertes de charge en conduites lisses
a été obtenu, par Prandtl, en changeant quelques peu les coefficients, voir Fig. 7.15
(n’oublions pas que Prandtl a négligé une partie du profil en effectuant l'intégrale: il
peut donc s’autoriser a devoir changer quelque peu les coefficients du résultat final):

1 251 1
vy 2.0 logy, (Rep \/X) . (7.119)
C’est la formule que l'on utilise a ce jour pour les pertes de charge en conduites hy-
drauliquelent lisses: elle donne de tres bon résultats dans une tres large gamme de nombres
de Reynolds. Elle a en tout cas été validée expérimentalement jusque Rep = 3.510°, et il
est fort probable qu’elle reste valable bien au dela. Elle a le petit désavantage d’étre une
formule implicite mais ce n’est vraiment pas un probleme: il suffit d’itérer sur le parametre
%, en utilisant la formule empirique de Blasius pour choisir la premiere valeur. Il existe
aussi de bonnes “approximations explicites” de cette formule.

7.6.7 Conduites hydrauliquement lisses et conduites hydraulique-
ment rugueuses

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des conduites avec parois lisses. Toute paroi
réelle a sa “rugosité”, voir Fig. 7.16. On peut caractériser la rugosité d’'une surface avec
“rugosité uniformément répartie” par la hauteur moyenne (rms) de ses aspérités (i.e.,
’écart-type moyen). Si on considere que h(zx, z) est la fonction qui décrit les variations
de hauteur de surface (par rapport a la surface moyenne), on définira la rugosité par la
hauteur moyenne (rms) des aspérités:

e /1 1/2
€= (—/h2(x,z) dxdz) . (7.120)
S Js

Dans le cas de surface avec une rugosité non-uniformément répartie, on utilise le concept
de “rugosité uniforme équivalente” en y associant un “e équivalent”. Des valeurs typiques
de rugosité sont données dans la Table 7.2.

L’adimensionalisation de la rugosité en utilisant la vitesse de frottement est:

ot def €Ur
.

(7.121)
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Figure 7.15: Pertes de charge en conduites hydrauliquement lisses: A
en fonction de Rep; courbe 1: écoulement laminaire: A = 64/Rey;
formule de Prandtl (solid) et formule empirique de Blasius (dash)
(figure tirée de H. Schlichting, Boundary-Layer Theory, sizth ed.,
MacGraw-Hill).

Sion a et < 1, la hauteur des aspérités est significativement plus petite que la hauteur
caractéristique qu’aurait une zone I de type sous-couche laminaire. Une sous-couche
laminaire peut alors exister pres de la paroi. Le régime est dit “hydrauliquement lisse”:
il y a une zone I suivie d'une zone II de transition suivie d'une zone III completement
turbulente.

Sion a et > 70, la hauteur des aspérités est plus grande que la hauteur caractéristique
qu’auraient une zone I suivie d’'une zone II. L’écoulement est alors turbulent partout: il
n’y a qu'une zone III. Le régime est dit “hydrauliquement rugueux”.

A noter que ces valeurs limites sont en fait déterminées sur base de résultats expérimentaux:
voir plus plus loin.

Dire qu'une conduite est lisse ou rugueuse n’a pas vraiment de sens. Une méme
conduite (e donné) peut, en effet, étre en régime hydrauliquement lisse ou hydrauliquement
rugueux ou méme mixte: cela dépend de w, et de v. La grandeur “décisionnelle” est la
grandeur adimensionnelle €', et non la grandeur dimensionnelle € ou méme la grandeur
adimensionnelle ¢/D. On dit cependant souvent “conduite lisse” ou “conduite rugueuse”,
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Figure 7.16: Surface rugueuse et concept de hauteur moyenne des
aspérités, e.

mais on sous-entend toujours “conduite en régime hydrauliquement lisse” ou “conduite
en régime hydrauliquement rugueux”.

Bien str, que ce soit en régime hydrauliquement lisse ou hydrauliquement rugueux, le
concept de viscosité effective de turbulence reste valable pour la zone turbulente, zone III.
Le fait que, pour la partie proche de la paroi (zone III-a), cette viscosité est directement
proportionnelle a la distance a la paroi, v, = Ky, (1—n), reste tout aussi valable. Le profil
de vitesse dans la zone III-a sera donc aussi logarithmique. Seule ’adimensionalisation et
la constante d’intégration seront différentes. On observe alors, comme profil de vitesse,
voir Fig. 7.17:

~ Lo (%) +B (7.122)

avec B ~ C' + 3.0 = 8.5 comme valeur déterminée sur base des résultats expérimentaux,
avec k =~ 0.40 et C' ~ 5.5. C’est donc la hauteur des aspérités qui intervient naturellement
dans ’adimensionalisation de la coordonnée y.

Pour comparer les profils de vitesse lisses et rugueux, on peut aussi comparer I'une et
I’autre formules:

S 1 logy™ + C(et) = 1 log (2) + (é(e+) + 1 loge+> _! log <£> + B(e")
U, K K € K K €
(7.123)
Si, sur base de résultats expérimentaux, on fait un graphe de B en fonction de log €t
ce qu’a fait Nikuradse, voir Fig. 7.18, on observe effectivement une courbe B=2RB (eT).
La partie & gauche avec C = C' = 5.5, et donc B = C' + + ~loge™, correspond au régime
hydrauliquement lisse; la partie & droite avec B = B = 8.5, et donc C = B — ilog et
correspond au régime hydrauliquement rugueux. C’est en fait ce graphe qui a servi a
déterminer les limites annoncées ci-dessus: hydrauliquement lisse tant que €™ < 1 et
hydrauliquement rugueux des que et > 70. En fait, la valeur limite proposée sur le
graphe, et dans de nombreux ouvrages d’ingénierie, est: hydrauliquement lisse tant que
et < 3: cette valeur est cependant déja trop grande car B n’est plus tout & fait linéaire
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Figure 7.17: Conduite hydrauliquement rugueuse: profil universel

de vitesse, ﬂ@ en fonction de ¥; théorie et résultats expérimentaux

(figure tirée de H. Schlichting, Boundary-Layer Theory, sizth ed.,
MacGraw-Hill).

en fonction de loge™.

On compare aussi, a la Fig. 7.19, le profil universel de vitesse pour la partie proche
de la paroi et exprimé en variable y*: cas d’une conduite hydrauliquement lisse et cas de
conduites hydrauliquement rugueuses pour différentes valeurs de ™.

Il existe aussi un modele approximatif simple pour le profil logarithmique, et qui couvre
tous les régimes hydrauliques (lisse, mixte ou rugueux):

ﬂg = % logy™ + CN'(EJF) = % logy™ + (C - AC(€+)) (7.124)

avec

AC(eh) = % log (14 0.3€*) (7.125)

Dans le cas hydrauliquement lisse, AC' < C' (mais néanmoins non nul, sauf quand et de-
vient vraiment trés petit). Dans le cas hydrauliquement rugueux, AC' ~ & Jog (0.3 ¢") ~
% loge™ — 3.0 et on retrouve bien ﬁ“;T = % log (%) + B avec B~ C' + 3.0 ~ 8.5.
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Figure 7.18: Détermination de B en fonction de log (¢1) sur base des
résultats expérimentaux de Nikuradse (figure tirée de H. Schlichting,
Boundary-Layer Theory, sizth ed., MacGraw-Hill).

Dans le cas hydrauliquement rugueux, on peut aussi écrire le profil comme:

%:&%(y)zlm(ﬂ (7.126)

e rbBe K Yo

avec yo = e "Pe = 0.033¢ (et donc yy < €). Clairement, la petite zone 0 < y < yo
est a exclure car elle correspond a des vitesses négatives. Dans la discipline des Sciences
de l'ingénieur mécanicien, on utilise € pour caractériser la rugosité d’une surface (e.g.,
voir Table 7.2). En Sciences de la Terre (atmospheres et océans), on utilise plutot yo
(par exemple, 3o ~ 2 — 3 mm pour une piste d’atterrissage en béton ou du gazon court,
Yo =~ 3 — 4 cm pour un terrain agricole dégagé, etc.). C’est aussi une question de culture
scientifique. Il est important de souligner qu’on peut toujours passer de 'un a I'autre.

Finalement, on note aussi les profils simplifiés en exposant exprimé en variable externe
n = y/R, mais ici pour des conduites hydrauliquement rugueuses, voir Fig. 7.20. De
nouveau, le parametre n n’est pas universel: a Rep fixé, il dépend de la rugosité relative

€

it

En toute généralité, il dépend donc de Rep et de . Au vu de ce que I'on a obtenu
avant, c’est en fait plus simple: il ne dépend que de %, lequel est bien stir fonction de Rep
et de 5. Le profil en exposant s’applique en régime hydrauliquement lisse ou rugueux, et

R
avec le méme profil si on a les mémes pertes de charges.
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Figure 7.19: Profils de vitesse pour la loi de la paroi, tous exprimés
en variable y*: conduites hydrauliquement lisses et hydrauliquement
rugueuses avec différentes valeurs de €™ (figure tirée de H. Schlicht-
ing, Boundary-Layer Theory, sizth ed., MacGraw-Hill).

Il en va de méme pour le profil composite de Coles pour la zone turbulente, et exprimé
en variable externe: il est le méme que ce soit en conduite hydrauliquement lisse ou en
conduite hydrauliquement rugueuse. En effet, dans le cas hydrauliquement rugueux, le
profil de vitesse est

% = E log (%) + B} + %2sin2 (g oz%) (7.127)

et donc, le profil de déficit de vitesse est

et () s Bafar (o) (Go)] .

soit le méme profil F(y/R) que dans le cas hydrauliquement lisse. En ce qui concerne les
profils universels de vitesse exprimé en variable externe, il n’y a donc aucune distinction
entre les cas lisses ou rugueux: a méme w, (i.e., & méme pertes de charge), méme profil.
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Figure 7.20: Conduites hydrauliquement rugueuses: profils de vitesse,
%, en fonction de % pour différentes valeurs de % et a Rep fixé;
théorie avec loi en exposant et résultats expérimentaux (figure d‘apres
Nikuradse (1933); figure tirée de H. Schlichting, Boundary-Layer

Theory, sizth ed., MacGraw-Hill).

7.6.8 Formule générale des pertes de charge en conduite hy-
drauliquement rugueuse

Considérons le profil universel de vitesse pour les écoulements turbulents en conduites
hydrauliquement rugueuses. Si on integre le profil logarithmique

~Liog <g) 4B, (7.129)

u
U, K €

dans toute la section, on obtiendra une formule pour les pertes de charge. Comme il n’y
a pas ici de zones I et II, 'erreur que 'on commet sur l'intégrale de débit sera unique-
ment due a l’absence de composante complémentaire de Coles (de nouveau, on pourrait
facilement en tenir compte). Intégrons donc le profil logarithmique sur toute la section,
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comme ’avait fait Prandtl:

R JR—
T R*u,, = 27?@/ {1 log (R r>+B] r dr
0 Lk €
R R r T T
_ 2 — - - _ o o
— 2R u/o [H 1og<E (1 R))JFB} Rd<R>

= 2nR’u, /01 K% log (g) + B) +% log(1 — s)} sds. (7.130)

\/§ - % log (§> + (B - %) . (7.131)

La formule des pertes de charges est donc aussi obtenue. Avec k = 0.40 et B = 8.5, cela
donne:

On obtient donc:

R
= 0.8839 log ( > +1.679

€

S -

R
= 2.035 logy, <—> +1.679
€

D
= —2.035 logy, (;,/ﬂ) . (7.132)

De nouveau, un meilleur “fit” aux résultats expérimentaux, voir Fig. 7.21, est obtenu en
changeant un peu le deuxieme coefficient:

75 =20 logyg (;/—7?) . (7.133)

7.6.9 Formule générale des pertes de charge en conduite

Des résultats expérimentaux d’écoulements turbulents en conduites hydrauliquement lisses,
hydrauliquement rugueuses, et hydrauliquement “mixtes” sont présentés a la Fig. 7.21.
On a aussi reporté sur le graphe la formule empirique de Blasius pour les pertes de charges
en conduites hydrauliquement lisses: on constate que c’est effectivement une bonne for-
mule pour 5103 < Rep < 510% On a aussi, a gauche, le cas des écoulements laminaires
pour Rep < 5103, avec A\ = 64/ Rep.

On note que, a rugosité fixée, le coefficient de perte de charge des écoulements turbu-
lents n’a pas un comportement monotone décroissant a mesure que le nombre de Reynolds
augmente. Cependant, il convient de souligner que ce diagramme a été obtenu avec des
conduites & rugosité tout a fait homogene (grains de sable calibrés), ce qui n’existe pas
en pratique.
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Figure 7.21: Pertes de charge en conduites, avec régimes hydraulique-
ment lisses, mixtes, et rugueux: résultats expérimentaux de A en
fonction de Rep pour différentes valeurs de €¢/R; (figure tirée de H.
Schlichting, Boundary-Layer Theory, sizth ed., MacGraw-Hill).

Une formule générale a été proposée par Colebrook (1939): elle est simplement con-
stituée d’'un amalgame des formules pour les conduites hydrauliquement lisses et hy-
drauliquement rugueuses:

= 20 log,, [ 22
VoY %810 (ReD 37

Elle reproduit assez bien les résultats expérimentaux et est tres souvent utilisée. On note
qu’elle ne reproduit pas le comportement dans le régime mixte obtenu pour des conduites
a rugosité homogene: en effet, a rugosité fixée, le A obtenu est monotone décroissant a
mesure que Rep augmente. Pour les conduites industrielles, avec des “rugosités uniforme
équivalentes” comme celle proposées dans la Table 7.2, c¢’est bien la formule de Colebrook
qui est généralement utilisée.

251 1 E/D) . (7.134)

La mise sous forme graphique de la formule de Colebrook constitue la partie “écoulements
turbulents” du diagramme de Moody (1944) pour les pertes de charges en conduites, voir
Fig. 7.22. A noter qu’on a ici supposé que Rep < 2000 correspond aux écoulements
laminaires et que Rep > 5000 correspond aux écoulements turbulents (ces “bornes” ne
sont, en fait, pas bien définies).
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La formule de Colebrook est implicite, ce qui n’est pas un probleme. Il existe cependant
des “approximations explicites” de cette formule. Citons, par exemple, la formule de
Swamee & Jain (1976):

0.7 G/—D) | (7.135)

= 2010y, [
5 o810 (ReD0'9 37

Citons aussi la formule de Haaland (1983):

1 6.9 ¢/D\ "
— =-1381 ek [ . 1
I 8 10810 <R6D * <3.71) (7.136)

Finalement, il existe aussi la formule de Churchill (1977), qui est en fait une amélioration
de celle de Swamee & Jain de fagon a aussi comprendre tous les régimes d’écoulements
(régime laminaire, transition du régime laminaire au régime turbulent et régime turbu-
lent):

16 -3/2
64\ 70\" ¢/D 13270\ '
M2 = [ — —2.01 — - . (7.137
(ReD) * < OglO((Rep) T3 +(R6D) (7.187)

La mise sous forme graphique des diverses formules est présentée a la Fig. 7.23: les
résultats produit par les formules explicites (Haaland et Swamee & Jain) sont effective-
ment fort proches de ceux produit par la formule implicite de Colebrook. La formule de
Churchill capture bien toute la plage des Rep.
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Type de conduite

Rugosité uniforme équivalente

¢ (mm)
Tuyau étiré en verre, cuivre, laiton 0.001
Tuyau industriel en laiton 0.025
Tuyau en acier laminé neuf 0.05
Tuyau en acier laminé rouillé 0.15 a 0.25
Tuyau en acier laminé incrusté 1.5 a 3.0
Tuyau en acier laminé bitumé intérieurement 0.015
Tuyau en acier soudé neuf 0.03 2 0.1
Tuyau en acier soudé rouillé 0.4
Tuyau en fer galvanisé 0.15 a 0.20
Tuyau en fonte usuelle moulée neuf 0.25
Tuyau en fonte usuelle moulée rouillée 1.0a 1.5
Tuyau en fonte usuelle moulée bitumé intér. 0.1
Tuyau recouvert intér. de fortes incrustations jusqu’a 3
Tuyau ciment lisse 0.3a0.8
Tuyau ciment brut jusqu’a 3
Tuyau acier rivé 09a9
Pierre de taille brute de percement 8aldb
Galerie 80 a 600

Table 7.2: Valeurs typiques de rugosité uniforme équivalente.
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Friction factor f

0.1
0.09
0.08

0.07

006 |

0.05

0.04

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.008

Table 7.1 Equivalent roughness of new commercial
pipe materials (after Colebrook and Moody).

Material s B & (mm) ‘
Riveted steel 0.003-0.03 0.9-9.0
Concrete 0.001-0.01 0.3-3.0
Wood stave 0.0006-0.003  0.18-0.9
Cast iron 0.00085 0.26
Galvanized iron 0.0005 0.15
Asphalted cast iron 0.0004 0.12
Commercial steel or wrought iron 0.00015 0.046
Drawn tubing 0.000005. 0.0015
Glass, plastic smooth smooth

10

3

2(10) 3 4 56 8 10°  2(10% 3 45681()5 201003 4 56 8 10° 2(106)34568107

Reynolds number R= @

Figure 7.22: Diagramme de Moody pour les pertes de charge en con-
duites: formule de Colebrook et cas laminaire avec A = 64/Rep
(figure tirée de P.M. Gerhart, R.J. Gross, J.I. Hochstein, Funda-
mentals of fluid mechanics, second ed., Addisson Wesley).
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Figure 7.23: Diagramme des pertes de charge en conduites: formule
de Colebrook (solid), de Haaland (circle), de Swamee & Jain (dia-
mond), et de Churchill (dash).
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7.7 Couches limites turbulentes
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Figure 7.24: Mesures du profil de vitesse, % et de ses fluctuations

en couche limite turbulente sur paroi hydrauliquement lisse: com-
posantes Vu'u/, Vv’ v/, Vw' w' et 7' /p = —u'v’; la vitesse externe
est ici notée Uy (figure d'apres Klebanoff (1955); figure tirée de H.
Schlichting, Boundary-Layer Theory, sixzth ed., MacGraw-Hill).

A quoi peut-on s’attendre en couche limite turbulente? On considere ici uniquement
les couches limites avec vitesse externe u, constante (et donc dp,/dx = 0). Le cas des
couches limites avec @, non constant (couche limite accélerée avec gradient de pression
favorable: du./dx > 0 et dp,/dx < 0; couche limite décélérée avec gradient de pression
défavorable: du./dx < 0 et dp,/dx > 0, menant éventuellement au décollement de la
couche limite) est couvert dans le cours d’Aérodynamique, dans les deux cas: couches
limites laminaires et couches limites turbulentes.

7.7.1 Profils universel de vitesse

On considere d’abord le cas avec paroi hydrauliquement lisse. Comme c’est un écoulement
avec paroi qui est non-établi mais qui grandit doucement en x, on aura aussi une zone
proche de la paroi (i.e., 0 < 4 < 0.15 avec 0 I'épaisseur “effective” de la couche limite:
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voir plus loin) avec profil de vitesse exprimable en variable interne, et une zone avec profil
de déficit de vitesse exprimable en variable externe.

En couche limite, la contrainte totale (moléculaire + turbulente) n’est plus une droite
comme dans le cas de la conduite ou du canal (il n’y a pas de bilan de quantité de mou-
vement!) Ici, on constate que la zone proche de la paroi est effectivement a contrainte
totale essentiellement uniforme: 7(y) + 7 (y) =~ T, voir Fig. 7.24. La viscosité de turbu-
lence pour la zone turbulente proche de la paroi varie selon v; = Kk yuw,. On obtient donc
les mémes résultats qu’en conduite ou canal, pour la partie du profil universel de vitesse
proche de la paroi (zones I, I et I1I-a), ¢-a-d la “loi de la paroi”, voir Fig. 7.25,

% —f (‘WT> , at = f(yt) , (7.138)

14

avec les mémes formules que précédemment.

Selon les anciens travaux de Coles (1957) en couches limites, les valeurs a utiliser pour
le profil logarithmique en couche limite sont k ~ 0.41 et C' ~ 5.0, plutot que xk >~ 0.40 et
C ~ 5.5. Cependant, les travaux récents basés sur des résultats expérimentaux a grand
nombre de Reynolds, et aussi sur certains résultats numériques, donnent de nouveau une
valeur plus basse de &, et donc aussi de C: selon Nagib et al (2005, 2007), on a x ~ 0.384
et C' ~ 4.17; selon Osterlund (2000), on a x ~ 0.38; selon Alfredson et al (2013), on a
k=~ 0.378 et C' ~ 3.98. Si on arrondit a deux chiffres significatifs, on a donc, en couche
limite, que k ~ 0.38 — 0.39 et C' >~ 4.0 — 4.2: ce sont donc bien essentiellement les mémes
valeurs que les valeurs récentes en conduite ou en canal.

Pour la partie turbulente (zone III), le profil du déficit de vitesse est:

He —u Yy
_F (—) — F(n), 7.139
— YY) = F(n) (7.139)
avec 0 I'épaisseur “effective” de la couche limite et n = %. Ici, L’épaisseur effective est

définie telle que, en y = 4§ et avec le modele mathématique utilisé pour le profil de @ (voir
plus loin), on a que @ = U, et que la pente du profil est nulle. Au dela, donc pour y > 4,
on utilise @ = ..

En couche limite, il n’y a bien str pas de vitesse de débit; on définit C'y en utilisant la
vitesse externe, U,:

Cp= 2. (7.140)

Coles (1957) a aussi montré, sur base de nombreux résultats expérimentaux en couches
limites turbulentes (avec U, constant et non constant), que le profil de vitesse peut
s’exprimer sous une “forme composite”: la combinaison linéaire d’un profil universel ex-
primé en variable interne (“loi de la paroi”; en anglais: “law of the wall”) et d’une fonction
complément exprimée en variable externe (“loi du sillage”; en anglais: “law of the wake”)

—at = f(y) +G) . (7.141)

F =
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Figure 7.25: Couche limite sur paroi hydrauliquement lisse: profil

u

universel de vitesse, Z- en fonction de y™; résultats expérimentaux
et profil logarithmique (figure tirée de F. M. White, Viscous Fluid
Flow, second ed., MacGraw-Hill).

Comme modele pour la fonction complément, il a utilisé:

G(n) = %QSin2 (g 77) . (7.142)

Si on considere le profil pour la zone turbulente (zone III), cela donne donc:

1 II s
= _ |2 + U, of(T
ut = L logy +C’] + - 28in (2 7)) : (7.143)

avec, selon Coles, II ~ 0.55 lorsque %, est constant, et en utilisant x >~ 0.41 et C' ~ 5.0.

Si on considere le modele de Coles tel que ci-dessus, on obtient une pente non nulle
en y = 0. Pour y imposer une pente nulle, on modifie le modele en utilisant plutot

On a donc

1 IT s

— _ |t + Uy afT
u = [/{ logy +C’] + I{Qsm <20m) : (7.144)

du* 1 1 du* 1
wr o s M LG . 7.145
Gy o =G (7,145
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Figure 7.26: Couche limite sur paroi hydrauliquement lisse: profil
universel du déficit de vitesse, “==%, en fonction de 7 = ¥; théorie
avec profil composite de Coles et résultats expérimentaux (figure tirée
de F. M. White, Viscous Fluid Flow, second ed., MacGraw-Hill).

avec
II s s s IT
! . .
— (_ ) <_ >_ — = . 14
G'(n) —dsin(gan)cos(gan) So=—sin (mam) (7 a) (7.146)
Imposer une pente nulle en 1 = 1 revient donc a demander que « soit solution de
1
(ma) sin(ma) = - (7.147)

Avec Il ~ 0.55, on obtient que o ~ 1.165.

On obtient alors aussi, comme modele pour le profil du déficit de vitesse:

Ue — U 1 IT s 7
- — log1) + 2 [sin” (5 ) —sin® (5 an (n), (7.148)

T

qui est bien conforme a une expression de type Eq. (7.139). C’est effectivement un rela-
tivement bon modele de profil pour toute la zone turbulente.

Mentionons aussi que, si on utilise plutot le modele polynomial G(n) = 3 (an)? —
2 (am)?, alors « est solution de 12a? (1 — ) = —1/II (exercice); ce qui, avec IT ~ 0.55,
donne a ~ 1.12.
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Enfin, on notera aussi que la fonction complément atteint son maximum (i.e., a une
pente nulle) eny = 6 < 4. La fonction complément mesurée permet donc de determlner la
valeur précise de . Ensuite, avec les équations du modele ci-dessus, on détermine § = ad.
Dong, la valeur de § dépend du modele utilisé pour la fonction G(n)!

Des résultats de simulation numérique directe (DNS, Direct Numerical Simulation)
d’une couche limite turbulente sont aussi présentés en Fig. 7.27. Les courbes présentées
correspondent a des positions x de plus en plus grandes, donc a des nombres de Reynolds
de plus en plus grands: voir Table 7.3 pour les valeurs de mesurées de Rey = %% et celles

estimées de Re; = ‘Sfe et de 6 = 5%. En particulier, méme le dernier profil n’est pas
encore a sufﬁsamment grand nombre de Reynolds que pour y avoir une zone III-a de type
logarithmique bien définie.

Figure 7.27: Couche limite sur paroi hydrauliquement lisse: profil
universel de vitesse, % en fonction de y™; résultats de simulation
numérique directe (DNS) (figure produite a partir de résultats obtenus

par P. Schlatter et L. Brandt (2008), courtoisie de P. Schlatter).

On peut aussi obtenir de la DNS la fonction complément G(7) avec 7 = y/d : voir
Fig. 7.28 ou on a fait I'exercice pour la station correspondant au plus grand nombre de
Reynolds et avec les deux choix: fonction de Coles améliorée et fonction polynomiale.

Enfin, on peut bien stir aussi utiliser l’approche composite en régime hydrauliquement
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Reg | Res | oF
670 | 4870 | 236
1000 | 7620 | 351
1734 | 13780 | 591
2512 | 20620 | 842

Table 7.3: Nombres de Reynolds correspondants aux profils
montrés pour la DNS d'une couche limite turbulente (avec fonction
complément mesurée en utilisant £ = 0.41).

rugueux. Le profil composite de Coles sera alors

ut = l% log (y> + B} + %ZSim2 (g om) : (7.149)

€
On vérifie de nouveau que le profil pour le déficit de vitesse est le méme, que I'on soit en

régime lisse ou rugueux: Eq. (7.148) dans les deux cas.

Pour la suite, on utilisera la “variable de travail”, z:

def 2
=,/ —. 1
2 “Cf (7.150)

En utilisant le profil universel pour le déficit de vitesse, on obtient alors

5* 1 /[ U . [Y(u.—u y
- = 1——)dy=-2L d|= 151
5 5/0( m)y ﬂeo(m)<5> ey
I a
= 2| Fmdn=12 152
Z/O (m) dn = - (7.152)
0 1 [°a i
Z = = ~ (1= = 1
5 5/0 m( ue) 24 (7.153)
5 0 I 7\’ .\ [ (1. —-u\ 1y
o5 = s 0ma) wo=(E) [(57) «®)
_ 1 1F2()d _0 (7.155)

Avec le profil de Coles, on obtient les valeurs a ~ 3.4 et b ~ 23 pour les deux intégrales.
En combinant les deux résultats, on obtient aussi que

0 a b

Ce résultat est fondamental. Il montre bien que le rapport 6/ n’est pas constant en x
puisque z varie en x.
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Figure 7.28: Fonction complément, G = u™ — [% logy™ —i—C’] en

fonction de 7 = y/g et telle qu'obtenue a partir des résultats de la
DNS de P. Schlatter et L. Brandt (2008), et en utilisant x = 0.41
et C' = 5.0 (solid), et modeles avec II = 0.55 (= valeur proposée
par Coles): fonction de Coles améliorée (dash, a ne considérer que
jusque 77 = 1.165 et fonction polynomiale (dash-dot, a ne considérer
que jusque 77 = 1.12).

On obtient aussi l'expression pour le facteur de forme:

H=2 = - . (7.157)

7.7.2 Profil de vitesse simplifié en exposant pour toute la zone
turbulente

Pour les couches limites, certains ont aussi utilisé, pour la zone turbulente, le profil sim-
plifié en exposant:

3=
[

%: (%) — (7.158)



Les épaisseurs de déplacement et de quantité de mouvement sont alors liées a I'exposant
n:

0 0 u dy ! 1 1

o 1— — ) 22— 1—nndn= 1

s [ 0en) S ey (7-159)

6 T 7\ dy 1 1 n

5 /0 U (1_5@) 7_/0 a (1_”"> M= e Dm0
B 5*_(n+2)

H = =" (7.161)

Avec n = 7, cela donne §*/§ = 0.125, /6 ~ 0.0972 et H ~ 1.29. 1l est intéressant
de comparer ces valeurs avec celles obtenues pour la couche limite laminaire: §*/dgg9 =~
1.72/4.91 ~ 0.351, 0/d099 ~ 0.664/4.91 ~ 0.135 et H ~ 2.59. Le profil de vitesse
d’une couche limite turbulente est donc beaucoup plus plein que celui d’une couche limite
laminaire.

Le facteur de forme peut également s’écrire

_ (n+2) _ 1 (7.162)

n+2)—2 2 ' '

22" (12
La comparaison de cette expression avec celle de I’équation (7.157) implique que
2 b1
—_—=—= 7.163
(n+2) az ( )
et donc on obtient une expression pour n en fonction de z:

n=2 (%z—1>22(0.15z—1) . (7.164)

7.7.3 Formule empirique du coefficient de frottement pour la
couche limite hydrauliquement lisse

En suivant la procédure suivie par Prandtl (1927), on peut obtenir une estimation de la
variation en x des grandeurs globales: épaisseurs de la couche limite, coefficients de frot-
tement. Pour cela, on utilise I’équation intégrale de von Karman (valable en écoulement
laminaire ou turbulent!). Dans le cas avec @, constant, elle se réduit simplement a:
a C 1
= (7.165)
dx 2 22
Pour simplifier les choses, Prandtl a négligé la variation de n et a pris la valeur n = 7, et
donc 0/ ~ 7/72. On obtient alors

~ = (7.166)



Si on dispose de résultats expérimentaux qui permettent de lier z a d, on pourra alors
intégrer cette relation et obtenir z, et donc Cy(x) et aussi tout le reste. Pour ce faire,
Prandtl a “triché un peu”: il a supposé que la loi empirique de Blasius (obtenue en
conduite) sous la forme Eq. (7.167) peut aussi étre utilisée dans le contexte des couches
limites. Il a donc écrit:

Ue 417 (5a‘r Y
856077 = 8.56 ( , (7.167)

Uy

ce qui s’écrit aussi comme (exercice):

1 7.\? 5, —1/4 5, —1/4
1 (g_) ~ 8.56-T/4 (7“) ~ 0.0233 < : ) . (7.168)

Ue

En utilisant ceci dans I’équation intégrale de von Karman, on obtient une relation intégrable

pour (z):
7 ds gu.\ !
— — ~(.0233 . 7.169
72 dx ( v ) ( )
L’intégration (exercice) conduit a 'expression pour §(x) et donc aussi a toutes les autres
grandeurs globales en fonction de Re, = Re(x) = %L:
) 0.382
x Rey
0 0.0371
o) ovim -
x Rey
o 0.0477
() — (7.172)
x Rey
0.0594
Cyz) =~ R (7.173)
0.0742
Crm(z) =~ P (7.174)

le dernier résultat étant celui pour le coefficient de frottement moyen sur une longueur

x. On se souvient aussi du résultat général valable en couche limite avec u, constant:
Cpm(z) =222,

Donc, selon le présent modele proposé par Prandtl, une couche limite turbulente
grandit comme z*°: elle grandit donc beaucoup plus rapidement qu’une couche limite
laminaire (qui grandit comme z'/2). Quelle est la validité de ces résultats? Ils coincident

bien avec les résultats expérimentaux (5 %) jusque Re, ~ 107; ce qui correspond A:

Res — Ue O _ TUe o 0.382
v

= 0.382 Re?/® ~ 1.510° . (7.175)
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7.7.4 Formules améliorées du coefficient de frottement pour la
couche limite hydrauliquement lisse

Considérons a nouveau le profil universel de vitesse pour les couches limites en régime
hydrauliquement lisse. Si on considere le profil évalué en y = 9, on obtient:

? _ ! log (5%) +C+G(1)
v

U, K
1 6_6 Uy
= ~log ( “ ﬁ—) +C+G(1). (7.176)
K v T,
On obtient donc:
1 1 1 c
z = — log (R€5 —) +C+G(1) = — log <R€5—> : (7.177)
K z K z

avec ¢ = e®(CTGM) - Cette expression est la relation exacte entre z et Res. Avec le profil
de Coles, on a 1/k ~ 2.44 et donc ¢ ~ €398 ~ 22,

Une approximation en loi de puissance de cette relation (basée sur le profil de Coles)
a aussi été proposée par White:

2~ 10 Rey/"? . (7.178)
Si on retourne alors a ’équation intégrale de von Karman, on obtient alors:
g C 1 1
=L = (7.179)

dr 2 227 100 Re)®

En négligeant de nouveau la variation du rapport /4, et en le fixant de nouveau a la
valeur obtenue pour n = 7, on obtient alors de nouveau une relation intégrable pour §(z):

s 72 [(6m,\ V¢

v

On obtient donc, par intégration, ’expression pour d(x) (exercice), et donc aussi tout le
reste. Cela donne, in fine:

§(z) 0.162
0(z) 0.0158
5* 0.0203

LGOS — (7.183)
x Rey
0.0271

Cplz) = —m (7.184)
0.0316

Crm(z) =~ T (7.185)
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Donc, selon ce modele, une couche limite turbulente grandit comme z%7. Quelle est la
validité de ces résultats? Ils sont déja meilleurs que ceux obtenus par Prandtl (1927), et
ils comparent bien avec les résultats expérimentaux (+£5 %) jusqu’a Re, ~ 10° (ce qui
correspond a Res ~ 810°).

Mentionons enfin qu’il y a également une formule explicite proposée par White, et
basée sur une autre analyse approximative:

Cp(x) ~ 0.455 (10g(0.060 Re,)) > < 2z~ 2.10 log(0.060 Re,) . (7.186)

Selon White, cette formule est précise a 1%. Pour le coefficient de frottement moyen, il
propose:

Crm(x) = 1.15Cp(x) ~ 0.523 (log(0.060 Re,))™> <= 2z, ~ 1.96 log(0.060 Re,) .
(7.187)
Finalement, on a aussi la formule approximative de Schultz-Grunow:

Cr(z) ~ 0.37 (log,o(Re,)) > . (7.188)

Note pour information (pas matiere)

Finalement, il convient de noter qu’on peut tout intégrer exactement. En effet, Eq. (7.177)
peut aussi s’écrire dans 'autre sens, sous une forme explicite:

Re; = % er (7.189)

On peut donc écrire ’équation intégrale de von Karman, en utilisant aussi le résultat
général, Eq. (7.157), sous la forme différentielle:

w1
de 22
22df = dx

G(Z)dZ = d(Rey) (7.190)
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avec Z = K z. Cela donne, apres intégration de fOZ G(Z)dZ:

1 [E (22 =22 +2) Z —2) —b ((Z —2) eZ—{—Q)} — Re, . (7.191)

CR LK

On a donc obtenu une relation “exacte” qui donne Re, en fonction de z (plutot que z en
fonction de Re,). On peut ensuite obtenir tout le reste Rey, Res, etc.

Tous les résultats produits par les formules sont montrés a la Fig. 7.29, ce qui permet
aussi de les comparer.

7.7.5 Formules du coefficient de frottement pour la couche lim-
ite hydrauliquement rugueuse

On peut considérer qu’une couche limite est en régime hydrauliquement rugueux pour
x > Re,
e ~ 1000

Il y a alors les formules proposées par Schlichting (1979), et basées sur du “curve-
fitting” de résultats expérimentaux de Nikuradse (1933):

Cy(x)

12

287+ 158 oz, (2)) (7.192)
( ()
Crm(z) =~ (1.89+1.62 logy, (%»_25. (7.193)

Il y a également une formule proposée par White et basée sur une analyse approximative:

Os(z) ~ (1.4+3.7 logyg (%))2 = o~ (2.0+5.2 logyg (x>> . (7.194)

€
Note pour information (pas matiere)

Si on utilise le profil universel de vitesse pour les couches limites turbulentes hydraulique-
ment rugueuses (i.e., avec et > 70) et qu’on I’évalue en y = §, on obtient:

1 1) 1 )
z=—log (—) +B+G(1) = — log (c—) (7.195)
K € K €
avec ¢ = (BTG ce qui constitue une relation explicite entre z et §/e. Elle peut aussi
s’écrire dans l'autre sens: 51
- =—e"". (7.196)
€ ¢

On estime aussi que B ~ C' + 3.0, comme ce fut le cas en conduite. Avec le profil de
Coles, on obtient alors ¢ ~ e*3! ~ 74.
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En utilisant la relation générale qui exprime g en fonction de z, Eq. (7.157), on peut

alors tout intégrer exactement. En effet, 'introduction dans I’équation intégrale de von
Karman donne alors

ft) -0
(e -
”((37) ‘) = 4(3)
: {;((/@z)—l)—b (1— (/<a2z))1 e dlsz) = d (%)
G(Z)dZ = d(%) (7.197)

avec Z = Kk z. On ne peut pas l'intégrer comme fOZ G(Z) dZ, et ce A cause du terme en
e?/Z dans l'intégrant. On doit donc écrire que

’ G(Z)dZ = F(Z) — F(Z) (7.198)

Zo

avec F'(Z) une primitive de G(Z). On choisit ici la primitive

F(7)="

[3 (Z —2)e? —be? +2 bEi(Z)] (7.199)

K

ou on a utilisé la fonction Fi(Z) = f_ZOO % dZ qui est une fonction mathématique “clas-

sique” et définie pour Z > 0. En particulier, on a que limy_,o Ei(Z) = —o0, que Ei(Z) =0
lorsque Z ~ 0.3725 et que Fi(Z) > 0 au dela de cette valeur.

Avec les valeurs de &, a et b obtenues avec le profil de Coles, on obtient que F'(Zy) =0
pour Zy ~ 0.967 (donc fort proche de 1.0). On obtient donc finalement que

NS

~ /Z G(2)dZ ~ F(Z) . (7.200)

.967

On a donc obtenu un modele pour ¢ en fonction de Z (et non Z en fonction de %). Une
fois Z déterminé, on peut ensuite obtenir facilement g et g.

Tous les résultats produits par les formules sont montrés a la Fig. 7.30, ce qui permet
aussi de les comparer.
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Figure 7.29: Coefficient de frottement C/y et coefficient de frottement
moyen C’,, en fonction de Re, pour la couche limite hydraulique-

ment lisse.
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Figure 7.30: Coefficient de frottement Cy et coefficient de frottement
moyen C'.., en fonction de ¢ pour la couche limite hydrauliquement
rugueuse.
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7.8 Profils de température et transfert de chaleur

On a considéré les profils de vitesse en conduite, canal et couche limite, et le transfert
de quantité de mouvement pariétal associé (coefficients de perte de charge et/ou de frot-
tement). On considere ici les profils de température correspondants, et le transfert de
chaleur pariétal associé.

7.8.1 Couche limite avec Pr =1

En couches limites turbulentes avec . constant, les équations de conservation se réduisent
a:

ou 0v
oy = (7.201)
Jdu Jdu 0 ou
U— 4+ 7 — = — — 202
u8x+v8y ay((u—i—l/t)ay) ) (7.202)

oT oT ou\’ 0 ((v )\ OT
Uc——+vc— = — —((=+=) — 2
uc8x+vcﬁy (v +vi) <8y) +C@y ((Pr+Prt> 6y)  (7:209)
Si on multiplie I’équation de quantité de mouvement par u, on obtient:
al v +@3 A T (u+y)@
or \ 2 dy \ 2 Oy ! Jy

= v (5) 5 (v (3))
(7.204)

En additionnant cette équation avec celle de I’énergie on obtient I’équation pour 1’énergie
. = 2
interne totale, ¢T" + -

0 —_ w?\ _ 0 —EQ_Q v vy 0 , — o [(u?
T (T )y (T4 5) =g (B ) gy D)+ 00 (3))

(7.205)
Considérons, pour la suite, que Pr; = 1 est une bonne approximation pour les
écoulements turbulents. On obtient alors, dans le cas de fluides avec Pr = 1, que
I’équation se réduit davantage:
o ( -~ u o ( = u? 9] o ( = u
u— T+ — v—|cTH+ — | =— — T+ — . 7.206
u(%(C +2)+v8y(c +2) 5y<(y+yt)3y<c +2>) (7:200)

Les équations pour @ et pour ¢T + %2 sont alors identiques! Il s’ensuit que I'on doit avoir
une relation linéaire entre les deux profils:
2

cT—k?:AﬂnLB. (7.207)



Ceci constitue la généralisation de la relation de Crocco en écoulement turbulent. Les
constantes A et B sont déterminées a partir des conditions aux limites.

Dans le cas d'une paroi a température constante, T|y:0 =T, = constante, on obtient
B=cT,. (7.208)

Le raccordement avec I’écoulement externe demande aussi que

T, + “2 — AU, + B, (7.209)
et donc: L )
T.—T,) +u.”/2
_ o (Te=Tu) 4722 (7.210)
ue
La relation de Crocco devient donc:
cT-T)+% = <c (T -T.)+ )_ﬂ. (7.211)
Ue

Le profil de température est donc completement déterminé.

La signification physique de A est obtenue par différentiation de la relation de Crocco:
or _ou ou
c—+u—=A—. 7.212
gy Oy Ay (r212)
A la paroi, cette relation devient:
oT
C —
Ay
Dans le cas d’'une paroi hydrauliquement lisse, il y a une sous-couche laminaire (zone I).
Puisque Pr = 1, cela donne donc:

ou

o= AT, (7.213)

)
y=0

oT ou
P = A
Ay ly=0 a Oy ly=0"’
—q, = ATw. (7.214)

Dans le cas d’une paroi hydrauliquement rugueuse, il n’y a ni zone I, ni zone II. Le
voisinage de la paroi est en zone III-a. Puisque Pr; = 1, cela donne donc:

oT B ou
t ay =0 - Mt 8y =0 )
—q, = ATs. (7.215)
Dans le cas mixte, on aura:
oT au
k+ k) — = A —
(k+k) 50, (tm) g o
—q, = ATy (7.216)



La constante A constitue donc, dans tous les cas, le rapport entre le flux de chaleur a la
paroi et la contrainte de cisaillement a la paroi.

On obtient aussi le nombre de Stanton, St, pour le flux de chaleur a la paroi
St - déf qw = — A T
PUeC (Tw — Te) s
(¢ (T —Tu) +1.2/2) _
_ w) T e T
P (T w — Te)
2

(7.217)

Cette relation est générale (bien sur, tant que Pr, = 1 et Pr = 1). On se souvient aussi
du nombre de Eckert:

— 2
def Ue
FEc=

(7.218)

Pour les écoulements avec dissipation négligeable (i.e., avec Ec¢ < 1, voir plus loin), on
obtient alors, plus simplement, que le profil de température est directement proportionnel
au profil de vitesse,

(T-Tw) @
-7, w
et donc que

(7.219)

(7.220)

Les résultats ci-dessus constituent ’extension de “I’analogie de Reynolds” aux couches
limites turbulentes, dans le cas de fluides avec Pr = 1, et en supposant aussi que Pr; = 1.

Comme on a déja obtenu des corrélations pour Cy, on peut les utiliser pour obtenir St
ou, de fagon équivalente pour obtenir le nombre de Nusselt:

Nu®  Dw® _ _ peprSt. (7.221)
k (T, —T.)

Il importe d’insister que, en couche limite, toutes les grandeurs dépendent de x (sauf
Pr qui est une propriété du fluide). Les notations 7, G,,, St, Re et Nu sont donc utilisées,

dans cette partie du cours, au lieu de 7,(x), G, (z), St(z), Re(x) et Nu(zx), pour éviter
de surcharger les notations.
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7.8.2 Couche limite hydrauliquement lisse avec Pr > 0.5 et dis-
sipation négligeable

On considere ensuite le cas de fluides avec Pr général, mais quand méme tels que Pr >
0.5. On considere aussi des couches limites avec dissipation négligeable. Pour que cette
condition soit satisfaite, il faut que

(o + pur) (2—92 < a% ((k: + k) g) (7.222)

dans I'équation de 1’énergie. En utilisant les ordres de grandeurs des deux termes, cela
revient a demander que

€ ‘

) —_
Ue T,—T

(e peg) (?) < (k+ k) ‘5—2

T

(7.223)
On note aussi que, contrairement aux couches limites laminaires, les couches limites tur-
bulentes sont telles que I’épaisseur du profil de température, dr, est essentiellement la
méme que ’épaisseur du profil de vitesse, . En effet, les couches limites turbulentes sont
dominées par les effets liés a la turbulence et leurs grandeurs caractéristiques globales sont
donc aussi dominées par la turbulence. Le rapport dr/d est donc essentiellement controlé
par la partie turbulente du profil, et donc par Pr;: puisque Pr; = 1, les épaisseurs seront
effectivement fort proches.

Une condition suffisante pour garantir que la dissipation est négligeable est donc de
demander:

Ue 2 Tw - Te Ue 2 Tw — Te

et donc de demander que Pr Ec < 1 et que Pry Ec < 1. Comme Pr; =~ 1 (et on le
prendra égal a I'unité dans la suite), on demande donc d’avoir Pr Ec < 1 et Ec < 1.

Comme on est sur paroi lisse, on a une sous-couche laminaire (zone I) suivie d’'une
zone de transition (zone II) suivie d’une zone turbulente (zone IIT). Pour la zone proche
de la paroi (zone I + zone II + zone III-a), on a que le flux de chaleur total (moléculaire
+ turbulent) est essentiellement égal au flux de chaleur a la paroi: g~ q,,.

De plus, comme Pr > 0.5, la diffusivité moléculaire, a = 5 est soit du méme ordre
que v, soit plus petite que v. Donc, dans la zone IIl-a du profil de vitesse, qui est la zone
avec v > v, on aura aussi que a; = 55 > o = g, et cette zone sera donc aussi une zone
[TI-a du point de vue thermique, et avec le méme début en terme de y* (rappelons que la
mécanique des fluides influence le profil de température, mais que le profil de température
n’influence pas la mécanique des fluides). Par contre, I’étendue de la zone I thermique,
qui sera donc la zone avec a > o4 ne sera pas tout a fait égale a celle de la zone I du profil

de vitesse (qui, pour rappel, se termine en y* ~ 5); si on se rappelle le scaling obtenu
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pour les couches limites thermique laminaires, on peut s’attendre a ce que la fin de la

zone I thermique soit en y™ ~ Pf«a (avec, pour rappel, a ~ 0.37 — 0.38 pour Pr proches

de l'unité, et a ~ 0.33 — 0.34 pour Pr > 100).

Considérons d’abord la zone I thermique. On obtient donc, puisque o > a;:

oT
s 2L _ &
[c oT o
Pr oy T
oT q T, Tr
&L - pplw_pp dw U (7.225)
dy e pCl,; v
ce qui s'integre pour donner:
T=T,—pr-dw Y% (7.226)
pCcl, v

On a ici clairement identifié une température de référence pour ’adimensionalisation
du profil de température: la “température de transfert” (au méme titre qu’on utilise
la “vitesse de frottement”, 7., pour adimensionaliser le profil de température):

T, dw (7.227)
pCl;

Le profil universel de température est alors obtenu pour la zone I:

(Tw=T) g T =Pry". (7.228)

T

Considérons ensuite la zone III-a thermique, avec a; > . On peut alors écrire:

t — —]{J = 7
q t ay o
e oT o
P’r‘t 8y N qw
oT q —
o = Prn- g = pnT.u, . (7.229)
dy pCly

On a aussi que v; = kyu,. On obtient donc

oT —
—KY 9 PryT, . (7.230)
L’intégration de cette équation conduit a un profil universel logarithmique:
— P
T =" logy*™ + A(Pr,, Pr) . (7.231)
K
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Donc, pour Pr; = 1, la pente du profil universel de température est la méme que la pente
du profil universel de vitesse. Son ordonnée n’est cependant pas identique: il est clair que,
en toute généralite, le coefficient A doit dépendre de Pr et de Pr;. Si on fixe Pr; =1, on
aura alors que A = A(Pr).

Le profil T = g(y™; Pr, Pry), avec ses zones I, II et I11-a, constitue la “loi de la paroi
pour le profil de température”, et a aussi été proposé par von Karman (1939).

60 P
Pr = 1 L
T+ 80}
Pr, =1.0 5.0
a0
Near wall:
T =pPry*
30

20

10
DATA FOR AIR {Pr=0.7)
Reynolds et at. {1958}
Brundrett et al. {1965a)
0 I
1 10 100 500
yt

Figure 7.31: Couche limite sur paroi lisse: profil universel de

, Tw—T . iy
température, ( = ) en fonction de 3T et pour différentes valeurs de

Pr (et avec Pry = 1) (figure tirée de F. M. White, Viscous Fluid
Flow, second ed., MacGraw-Hill).

On montre a la Fig. 7.31 le modele pour le profil universel de température pour le
cas Pr; = 1 et pour des valeurs de Pr dans la fourchette Pr = 0.70 (typique de l'air)
a Pr = 7.5 (typique de 'eau a température ambiante). Le cas Pr, = 1 et Pr = 1 doit
clairement donner le résultat attendu (i.e., conforme a la section précédente): les profils
universels de température et de vitesse doivent étre égaux partout: T =t partout.
Cela impose que A(Pr=1) =C.
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Pour les fluides avec Pr > 0.5, une bonne aproximation de la fonction A(Pr) est:
A(Pry~13(Pr*? - 1)+ C . (7.232)

avec le C' du profil universel de vitesse, et donc A = C lorsque Pr = 1.

On peut ensuite également proposer un profil composite, valable pour toute la zone
I1T:

— P

T = " logy* + A(Pry, Pr) + G(n) (7.233)
K

avec la méme fonction complément, G(7), que celle obtenue pour le profil composite de

vitesse.

On peut alors aussi obtenir une expression pour le nombre de Stanton. Il suffit, pour
ce faire, de considérer les profils composites de vitesse et de température évalués en y = 4.
On obtient alors, avec Pr; = 1,:

Tw - Te 1 5_7 _e 1 6_7'
g:— log( “ )+A(Pr)+G(1) et E—:— log( - )+C’+G(1),
- K v Ur K v
(7.234)
ce qui entraine, par différence,
. T,-T.) _ _
E+<"4_C{):( - ):(Tw_Te) pSUT
Ur T qw
q Ue Ur
s —+A-0) ) =—
P CUe (Tw - Te) <ET ( )) ﬂe
2
St ( — 4+ (A— C)) = % , (7.235)
f
et donc, finalement,
Cr
St = 2 . (7.236)
(1 +(A-C) ,/%)
Avec le modele pour A(Pr) ci-dessus, on obtient finalement:
Cr
St ~ 2 (7.237)

<1+ 13 (Pr2/s — 1) @) |

Cette formule est due a Petukhov (1970) et elle est effectivement assez bonne et donc
fort utile: elle permet d’étendre 'analogie de Reynolds au cas des couches limites turbu-
lentes hydrauliquement lisses et avec Pr > 0.5. Pour obtenir C; = C'¢(Re), on utilise les
résultats des sections précédentes. On peut, bien stir, aussi calculer le nombre de Nusselt,
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en utilisant: Nu = (Re Pr) St.

Finalement, mentionnons aussi les formules approximatives de Colburn, proposées
pour 0.6 < Pr < 60. Colburn a simplement proposé que I’analogie de Reynolds obtenue en
couche limite laminaire (selon laquelle, pour rappel, St ~ Pr=2/3 %) serait encore valable
en couche limite turbulente. Il a, de plus, utilisé les anciennes formules approximatives
de Prandtl: Cf >~ 0.0594 Re~'/5 et donc Cy,, =~ 0.0742 Re~ /5. 1l a alors obtenu:

St ~0.0297Pr~23 Re™Y5  —  St,, ~ 0.0371Pr~%3 Re™'/* (7.238)
et donc aussi
Nu ~ 0.0297Pr'3 Re*>  —  Nu,, ~ 0.0371Pr'/3 Re*/> . (7.239)

Attention: il n’y a, a priori, aucune raison pour que l'analogie de Reynolds obtenue en
couche limite laminaire, St ~ Pr—2/3 %, soit aussi acceptable en couche limite turbulente.
En tout cas, elle ne compare pas bien avec la “bonne formule” (& peine) plus complexe
de Petukhov. Il vaut donc mieux utiliser cette derniere.

7.8.3 Couche limite hydrauliquement rugueuse avec Pr > 0.5 et
dissipation négligeable

Il n’y pas, ici de zones I et II. Nous sommes directement en zone III. Le nombre de Pr
ne joue donc aucun role pour le transfert de chaleur: seul le nombre de Pr; importe.
Donc, pour assurer que la dissipation soit négligeable, on doit uniquement demander que
Ec < 1. On doit donc obtenir, pour la zone III:

— Pr

T" = “iog (L) + A(Pr) +G) | (7.240)
K €

avec A fonction uniquement de Pr; (puisque Pr n’intervient pas). Si on considere, de

plus, que Pr; = 1, on aura alors que T = at: analogie complete entre les profils de

vitesse et de température.

En ce qui concerne le coefficient de transfert de chaleur, il est aussi nécessairement
conforme a l’analogie entre les profils de vitesse et de température:

_ Y

St 5

(7.241)

avec Cy obtenu a partir des résultats des sections précédentes.
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7.8.4 Conduite hydrauliquement lisse avec Pr > 0.5 et dissipa-
tion négligeable

On considere le cas des conduites hydrauliquement lisses, pour des fluides avec Pr # 1.
On suppose, de nouveau, que la dissipation est négligeable, et donc que:

) _
T [T = T
— kE+ k) ——— 7.242
) () < o Bl (7.242)
avec T, la température moyenne définie par:
TmﬂmAdéf/TﬂdA. (7.243)

Une condition suffisante pour garantir cela étant de demander que Pr Ec < 1 et Pr; Ec <
1, avec
Fec déf _E—Tn?_ .
¢ |Tw —Th|

Comme Pr; =~ 1, on demande donc d’avoir Pr Fc < 1 et Fe < 1.

(7.244)

Comme on est sur paroi lisse, on a une sous-couche laminaire (zone I) suivie d’'une
zone de transition (zone IT) suivie d’une zone turbulente (zone IIT). Pour les zones proches
de la paroi (zone I + zone II + zone IIl-a), on a que § ~ G,,. On obtient donc, pour la
zone I:

T =pPryt, (7.245)
et pour la zone IIl-a, en supposant Pr; = 1:
— 1
T == logy* + A(Pr). (7.246)
K

En conduites, le nombre de Stanton est défini comme:

St G 7.247
P U, C (Tw — Tm) ’ ( )

On obtient (apres plus de manipulations car, étant donné que @, # %, et que T, # T,
il faut travailler davantage) une formule similaire a celle obtenue en couche limite (rappel:
en conduite, A = 4CY%, et donc C¢/2 = \/8):

A
St ~ 8 . (7.248)
(1+@-0) \/g)
On aura donc (Petukhov, 1970):
A
St o~ 8 . (7.249)

(1+13 (Prer— 1) /3)
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On peut aussi en déduire le nombre de Nusselt: en conduite, celui-ci est défini comme:
e G, D
Nu® ™ _ R, PrSt. (7.250)
k (Tw—Tn)
On utilise les formules des sections précédentes pour obtenir A = A\(Rep). Les résultats
obtenus sont alors ceux montrés a la Fig. 7.32 pour les courbes avec Pr > 0.5.

Mentionnons aussi la corrélation de Colburn en conduite, pour 0.6 < Pr < 160:

Nu ~ 0.023Pr'/® Rep*/s . (7.251)

10,000

1,000

100

10

Figure 7.32: Conduite lisse: Nu en fonction de Rep pour différents
Pr (et avec Pry = 1). (figure tirée de F. M. White, Viscous Fluid
Flow, second ed., MacGraw-Hill).

On note que la Fig. 7.32 montre aussi des valeurs de Nu en fonction de Rep pour des
nombres de Prandtl caractéristiques des métaux liquides: Pr < 0.1 Ceux-ci correspondent
a la corrélation expérimentale de Sleicher et Rouse (1975):

Nu ~ 6.3+ 0.00167 Rep"®> Pr09 (7.252)

Finalement, dans le cas d'un écoulement en canal, on a que A = 2C%; On utilisera
donc A/4 au lieu de A\/8 dans la formule obtenue ci-dessus.
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7.8.5 Conduite hydrauliquement rugueuse avec Pr > 0.5 et dis-
sipation négligeable

De nouveau, il n’y pas, ici, de zones I et II. Nous sommes directement en zone III. Le
nombre de Pr ne joue aucun role pour le transfert de chaleur: seul le nombre de Pr,
importe. Donc, pour assurer que la dissipation soit négligeable, il suffit de demander que
FEc <« 1. Avec Pr; = 1, on a une analogie parfaite entre les profils de température et de
vitesse: T =@+, Il en ressort:

A
St = =
87
A
Nu = RepPr—, (7.253)

8

avec A = A\(¢/D) obtenu a partir de résultats des sections précédentes.
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Appendice A

Equations de Navier-Stokes dans
divers systemes d’axes

Si on considere un écoulement incompressible d’'un fluide a grandeurs physiques u, k
et ¢ constantes (ou bien méme des fluides a grandeurs non constantes mais pour des
écoulements tels que les variations de température n’entrainent pas de variation significa-
tive de ces grandeurs), les équations qui régissent 1’écoulement s’écrivent simplement:

V.-v = 0, (A.1)
Dv 9
pﬁ = —Vp—l—uV A\ (AQ)
DT
PChr = 2ud :d+kV°T, (A.3)

olt la notation V?() signifie 'opérateur V - (V()). Clairement, les équations de quantité
de mouvement et d’énergie sont maintenant découplées: on peut résoudre la dynamique
des fluides d’un probléme (en utilisant les équations de continuité et de quantité de mou-
vement) sans pour autant devoir aussi résoudre, en méme temps, la thermique de ce
probleme. Pour la suite de ce chapitre, nous considérerons toujours de tels écoulements,
et nous nous attacherons a obtenir quelques solutions fondamentales utiles en ingénierie.
Nous considérons uniquement les écoulements laminaires. Nous rappelons ici I’écriture
des équations ci-dessus dans les sytemes de coordonnées les plus usuels.

Ecoulements plans

Pour les écoulements plans, on travaille soit en coordonnées cartésiennes (z,y), soit en
coordonnées polaires (r,0) avec x = rcosf et y = rsinf. En coordonnées cartésiennes
(x,y), on utilise la notation u pour désigner la vitesse en = et v pour désigner la vitesse
en y. Les composantes du vecteur vitesse sont donc (u,v). Les équations de continuité et
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de quantité de mouvement sont alors:

Ju Ov

— — p— A-4
ou 0 0 oP 0? 0?
— — — = —— — 4+ — A.
at+(“ax+”ay)“ oz TV (02+8y> (A.5)
v 0 0 oPrP 0? 0?
— — — = —— — 4+ — A.
8t+(u8x+vay>v 8y+y<0x2+8y2>v’ (4.6)

avec v = pu/p la viscosité cinématique et avec la notation P pour désigner le terme

p/p (notation qui sera tres souvent utilisée dans la suite du cours). Pour I’équation de
température, on a:

8_T + uﬁ-l—v3 T=a« 8—2+8—2 T
ot ox dy N ox?  Oy?
v ou\ > ov\? ou o\’
RO G) e
avec L
_r_r \ _He
Oz—pc B ou Pr ’ (A.8)

est le nombre de Prandtl du fluide.

En coordonnées polaires (r,6), on utilise la notation u, pour désigner la vitesse en r
et ug pour désigner la vitesse en #. La direction axiale est x = r cos#, et la direction
transversale est y = r sinfl. La vitesse axiale est u = wu, cosf — uy sin6, et la vitesse
transversale est v = wu, sinf + ug cosf. Les équations de continuité et de quantité de
mouvement sont alors:

10 16’&9
7’87" (TUT) + ;W_(]? (A9>
Gur 1 ngu@(‘? _u_92__8_P
ot Yo T o) r o Or
10 [ ou, 1 %u, wu, 2 Ouyg
v (;a—( ) 2 092 _ﬁ_ﬁ%) A0
Ou (0 w0, uu_ 10P
ot U or ol
10 aug 1 82u9 ug 2 Ou,
- ”(Fa_( ar>+ﬁae2_r_2+ﬁae | (A1)
Pour la température, on a:
8_T + 2+%2 T =« 10 a_T +l82_T
ot “or T 99 ror \' or r?2 062
v ou, \ 2 10ug  u.\° 1 0u, O rupy >
+ z<2<ar) 2<;%+7) +<;ae ”a(ﬂ) '
(A.12)
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Ecoulements axisymétriques

Pour les écoulements tridimensionnels mais sans variation azimuthale (i.e., axisymétriques),
le systeme de coordonnées est, soit le systeme de coordonnées cylindriques (z,y) avec x
la direction de 1’écoulement et y la direction radiale (souvent aussi notée r, notation mal-
heureuse mais courante, et que nous utiliserons aussi dans la suite du cours afin de rester
cohérent avec ce qui se trouve dans les livres), soit le systeme de coordonnées sphériques

(r,0)

Dans le systeme cylindrique (x,y) sans variation azimuthale, les notations sont les
mémes que dans le cas plan: u pour la vitesse axiale en x, et v pour la vitesse transversale
en y (malheureusement aussi parfois appelée vitesse “radiale” pour vitesse en “r”, voir
remarque ci-dessus). On a alors, pour les équations de continuité et de quantité de

mouvement:

ou 10
ou 0 0 oP Pu 10 ou
el _ - = — 4+ — [ y— A.14
0t+(u8x+v8y>u 8x+y(8x2+y0y(y3y>)’ ( )
ov 0 0 oP v 10 ov v
e il il - = —t——y— | == . Al
at * (u gz " y) § dy (3502 Ty (y y) y2) (A15)

0
Y ox
2 2 2
v Ju  Ov
— | +|\ =+t . A.16
( (@y> (8y (‘993) ) (A10)
Dans le systeme sphérique (7, §) sans variation azimuthale, on utilise les mémes nota-
tions que pour le cas plan: u, pour la vitesse en r et uy pour la vitesse en 6. La coordonnée
axiale est x = r cos 6, et la coordonnée transversale est y = r sinf. La vitesse axiale est

U = u, cost —uy sinf, et la vitesse transversale est v = u, sinf + ug cos . Les équations
de continuité et de quantité de mouvement sont:

10 1 0
o (rPu,) + rsm089(8m0u9> 0, (A.17)

Oy + 2 + Uy 2 _ u_92 — _8_P
ot Yror T 00 r  or
ou, 1 0%u, u, 2 Oug
v (a( ) 2 o —ﬁ—ﬁm) (A.18)
Ouy L Urug _ 10P
ot Ur He r 00
Oug 1 6 ug  ug 2 Ou,
v (;a( a_) T R ae> (A.19)



Pour la température, on a:
or + 2 + % 2 T = 12 8_T + l@Q_T
o ~*\var Uor r2 062

ot
v ou, \ 2 10ug wu 2 10u 0 [uy 2
* z<2< ) +2<FW+7) +<;ae ”5(7)) )

(A.20)
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Appendice B

Fonction de courant

Pour les écoulements incompressibles (i.e., V - v = 0), il existe toujours une fonction, 1,
telle que v =V x 1. En effet, on se souvient que la divergence d’un rotationnel est nulle.
La fonction 1) est appelée la “fonction de courant”.

A noter que, de par la définition du vecteur tourbillon, w = V X v, on a toujours

V -w = 0 (méme en écoulements compressibles). Pour les écoulements incompressibles,
on a aussi obtenu ci-dessus:

Viv=-Vxw. (B.1)

La vitesse satisfait donc une équation de Poisson dont le terme source est le rotationnel
du tourbillon (changé de signe). On a aussi que:

Ww=Vxv=Vx(Vx)=-V (V) +V(V- ) = -V. (B.2)

si on choisit que la fonction de courant soit a divergence nulle (= choix de la “jauge de
Lorentz”). Ce choix est naturel puisqu’alors:

0=V - w=-V- (V) =-V(V-9p)=-V*0)=0. (B.3)

A noter que I'on a utilisé la propriété de commutation entre les opérateurs V - () et V().
Bref, en toute finalité, la fonction de courant satisfait une équation de Poisson dont le
terme source est le tourbillon (changé de signe): V) = —w.

Ecoulements plans

Pour les écoulements plans, le tourbillon et la fonction de courant n’ont qu’une composante
perpendiculaire au plan: w =V X v =we, et ¢ = Y e,. L’équation de Poisson pour la
fonction de courant, V21 = —w, se réduit donc & 1'équation scalaire: V2 = —w. Par

exemple, en coordonnées cartésiennes (x,y), v =V x 1 se réduit a u = ‘3—7’5 et v = —g—i’, ce
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qui satisfait bien: % + 90 — (). Le tourbillon est w = 2 — et on vérifie effectivement

Ay or 8y’
que:
J 0 00
=09 0 Gy (B.4)
Or 0r Oy 8y
En coordonnées polaires (r,0), v = V x 9 conduit & u, = g—? et ug = —g—w ce qui
satisfait bien 12 (ru,) + %86“99 = 0. Le tourbillon est w = %aﬁ(r up) — 19 et on vérifie

effectivement que:

L0 (,00) 100 _qu, o3

“ror\"or ) T

Ecoulements axisymétriques

Il en va de méme pour les écoulements axisymétriques (i.e., tridimensionnels mais sans
variation azimuthale): le tourbillon et la fonction de courant n’ont qu'une composante
dans la direction azimuthale: w = V X v = wey et ¢ = ¢ e,. L’équation de Pois-

son, V21 = —w, se réduit aussi & une équation scalaire. Par exemple, en coordonnées
cylindriques (x,y), v.=V x 9 donne u = = —(y ) et v = —g—f, ce qui satisfait bien:
% + 1 " 9 (yv) = 0. Le tourbillon est w = % — 2% On obtient alors:
dv OJu 0 O 10
o ‘%*a‘y%%*a@(;a—y(w)
0? 10 0
N P N (B.6)
0 " yay \"oy) "y y
Cette équation scalaire est effectivement la traduction de I’équation vectorielle V2p = —w

dans le cas ou ¥ et w n’ont qu'une composante azimuthale.

= V x 1 donne u, = ——D(sinf¢) et ug =
2u,) + —— D (sinQuy) =

En coordonnées sphériques (r,6), v
—L12(p ), ce qui satisfait bien: & 2 (r
W= %g(r ug) — %au’" et on Verlﬁe que:

10 19/ 1 0

0
W= o5 (E(Tiﬁ) +T_2% (31 889(1n9w))
8¢+¢

B o (OY cosl
B 87"( ) 2%(%+sin6’¢)

_ 0% 28¢+_(82w cos 0 O ¢>

]
eind 20 0. Le tourbillon est

00 ’

o o 902 T smo 00 s

_ 19 r28_¢ + L 9 siné’a—w __v_
T r2or or r2sin 6 00 00 r2 sin® 6

(0
= V&) — ———. B.7
¥ r2? sin% @ (B.7)
Cette équation scalaire est la traduction de I’équation vectorielle V21) = —w dans le cas

ol ¥ et w n’ont qu'une composante azimuthale.
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